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Resumo. Um modelo da dinamica de propagacao da leishmaniose visceral é
apresentado considerando trés tipos de populagdes, dois hospedeiros (huma-
nos e cachorros) e um vetor (Lutzomyia longipalpis), descrito por equagdes
diferenciais ordinarias. Posteriormente é realizado uma anélise de estabilidade
dos pontos de equilibrio que representam a populagao livre da doenga (com
e sem extingdo do mosquito) e a populagdo em convivio com a doenga, in-
cluindo simulac¢ées numéricas do modelo. Além disso, é verificada a eficiéncia
dos controles (vacinagao e eutandsia) na populagao canina, para a contengao

da propagagado da doenca.

Palavras-chave: Modelagem epidemiologica com vetor; modelo com-

partimental; controle.

1. Introducao

Epidemiologia é uma ciéncia que estuda quantitativamente a distribuicao
de fenomenos de satde-doenca e seus fatores condicionantes nas populagoes hu-
manas, permitindo assim uma avaliacao da eficicia das intervengoes realizadas
no ambito da saide publica (Waldman, 1998). Logo, é de grande importéncia
a pesquisa epidemiolégica, que investiga nao s6 o percurso da doenga desde
os sintomas até quando eles acabam, mas também toda a sua dinamica de
propagagao.

Tal dindmica inclui a biologia do agente infeccioso (ciclo de vida, taxas
de reproducao e de mortalidade), as caracteristicas populacionais do hospe-

deiro (natalidade e mortalidade, taxas de contato entre individuos, aspectos
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comportamentais...) e as caracteristicas da doenga em si (formas de trans-
missdo, dependéncia de fatores climéticos, ...). Vérios pesquisadores vém de-
senvolvendo modelos matematicos para compreensao e erradicagao de doengas
infecciosas, drea denominada como Epidemiologia Matemaética, seus primeiros
desenvolvimentos foram realizados por Daniel Bernoulli na metade do século
XVIII (Galante, 2008).

Grandes epidemias* moldaram a humanidade, destacando-se entre elas a
peste negra, os surtos de célera, a tuberculose e a febre amarela. Mais recente-
mente, a dengue, a aids, a influenza, a leishmaniose visceral e a COVID-19 sao
exemplos de doengas infecciosas que acarretam significativa morbimortalidade.
Diferentes agentes, como protozodrios, virus e bactérias, sdo os responsaveis
pelas endemias e epidemias mais importantes em todo o mundo (Sampaio e
Rocha, 2012). Neste artigo, serd proposto um modelo matemdtico que des-
creve a propagacao da leishmaniose visceral.

Em ambito mundial, a leishmaniose visceral (LV) esta entre as seis en-
demias! consideradas prioritdrias no mundo, é endémica em 76 paises, sendo
12 deles na America Latina, onde 90% dos casos ocorrem no Brasil (Ministério
da Satde, 2006). Atualmente, o Brasil enfrenta a expansdo e a urbanizagao
da LV com casos humanos e grande ntimero de caes positivos, que servem de
reservatorio para a doenga, em vérias cidades de grande e médio porte. O ciclo
de transmissao que anteriormente ocorria no ambiente silvestre e rural, hoje
também se desenvolve em centros urbanos. Isso ocorre devido as profundas mu-
dancgas na estrutura agraria do pais, que resultaram da migracao de um grande
contingente populacional pra centros urbanos, o que favorece a emergéncia e
reemergéncia de doengas (Funasa, 2012).

Ainda existem outros fatores correlacionados & expansao da doenca,
como mudancas ambientais e climaticas, redugao dos investimentos em satide e
educagao, descontinuidade das agoes de controle, adaptacao do vetor aos ambi-
entes modificados pelo homem, dificuldades de controle da doenga em grandes
aglomerados urbanos (desnutri¢do, moradia, falta de saneamento bésico), en-
tre outros (Garcia et al., 2011). De acordo com as informagdes, temos que
o processo de expansao e urbanizacao da LV conduzem a necessidade de in-

vestigagoes que favorecam o estabelecimento de medidas eficazes de controle,

*Epidemia: Doenga de carater transitério, que ataca simultaneamente grande
nimero de individuos em uma determinada localidade.
TEndemia: Doenga infecciosa que ocorre habitualmente e com incidéncia

significativa em dada populagdo ou regido.
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principalmente se baseadas no vetor e reservatorio canino.

2. Objetivos

— Analisar a estabilidade dos pontos de equilibrio que representam a po-
pulacao livre da doenga, com e sem exting¢ao da populacao dos mosquitos,

e a populagao em convivio com a doenca;

— Determinar o niimero de reprodutibilidade basal da doenca de acordo

com o modelo proposto;

— Verificar a eficiéncia dos controles (vacinagdo e eutandsia) na populagdo
canina, para a contencao da propagacao da doenca.

3. Metodologia

Nesta segdo mostraremos a distribuigao geografica (mundialmente, con-
tinentalmente, até chegar aos estados e cidades mais afetados pela doenga) da
LV, assim como as suas caracteristicas biolGgicas (vetores, agentes etiolégicos,
reservatérios e ciclos de vida da doencga), que é de suma importancia para
entender a dinamica de propagacao da doenca e, também, a elaboragao do
modelo epidemiolégico compartimental descrita por equacoes diferenciais or-
dindrias (EDOs), explicando o significado de cada parametro.

Em seguida, serd calculado o niimero de reprodutibilidade basal do mo-
delo proposto que descreve a transmissao da leishmaniose visceral e a andlise
qualitativa dos pontos de equilibrio do modelo (triviais e endémico) pela linea-
rizacao do sistema. A anélise serd feita de acordo com resultados presentes em
van den Driessche e Watmough (2002). E, por tltimo, serdo obtidas estimati-

vas sobre a eficiéncia da eutandsia e da vacinacao para controle epidemiolégico
da LV.

3.1 Doencga
3.1.1 Distribuigao geografica

Mundialmente, estima-se que a cada ano surgem cerca de 200.000-400.000
novos casos de leishmaniose visceral, sendo que 50.000 desses acabam em ébito,

de acordo com dados fornecidos pela Coordenadoria de Controle de Doengas
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(Médicos sem Fronteiras, 2020). Entre os fatores que aumentam o risco da LV
estao: condigoes sanitarias precarias de habitagao, desnutricao, desmatamento,
assentamentos em areas florestais, temperatura, precipitacao de umidade, entre

outros. Vejamos a seguir um mapa de distribuicao da LV em ambito mundial:

Number of new VL cases
reported, 2012

. >1000

I 500-999

[ 100-499 [ No autochthonous cases reported
=3 <100 [ Not available

o [ Notappicable

Figura 1: Situacao mundial da leishmaniose visceral em 2013. Fonte: Morais
(2015).

A doenca possui ampla distribuicao, ocorrendo na Asia, na Europa, no
Oriente Médio, na Africa e nas Américas, onde também é denominada leisham-
niose visceral americana (LVA) ou calazar neo-tropical. Entretanto, hd um
predominio maior em Bangladesh, Brasil, Etiopia, India, Nepal e Suddo (Mi-
nistério da Saude, 2014).

Na América latina a doenca ja foi constatada em pelo menos 12 paises,
sendo que a maioria dos casos se concentra no Brasil (porcentagem alarmante
de concentragao, com 90% dos casos). O registro do primeiro caso da doenga
no pais aconteceu em 1913, quando Migone, no Paraguai, descreveu o caso
em material de necrépsia de paciente oriundo de Boa Esperanca, Mato Grosso
(Ministério da Satde, 2014).

Atualmente, no Brasil a leishmaniose possui coeficiente de incidéncia de
1,98 casos/100.000 habitantes, o que corresponde a 4103 casos da doenga todos
os anos (Ministério da Satde, 2017). Segue a evolucao dos casos de LV por
regiao brasileira no periodo de 2008 a 2017:
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Figura 2: Nimero de casos de LV por regiao 2008-2017. Fonte: Ministério da
Satide (2017).

Como é possivel notar a maior incidéncia ocorre no Nordeste, a regiao
concentra cerca de 47% de um total anual dos casos da doenga. H4 registros da
LV em 23 estados brasileiros. Em 2017, os estados mais afetados pela doenca
foram Minas Gerais, Para, Maranhao e Ceara, seguidos de Mato Grosso do
Sul, Goids, Tocantis, Piaui, Bahia e Pernambuco (Ministério da Satde, 2014).
Conforme presente na Figura 3, distribui¢do por Unidade Federativa (UF) de
infecgao:

Fot: svams. P 'r‘ﬁ“R"A"ﬁT

Figura 3: Casos de LV por UF de infeccao em 2017. Fonte: Ministério da
Satide (2014).
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Ja quanto a distribuicao por municipio de infecgao temos a Figura 4.

Legenda
[] 0 casos
[C] 1-5 casos
[ 5-10 casos
B 10-20 casos
[ 50-192casos

Figura 4: Distribuicao de casos da LV por municipio em 2002. Fonte: Ministério
da Satde (2014).

Os dados epidemiolégicos dos tltimos 10 anos revelam a periurbanizacao
e a urbanizacao da leishmaniose visceral, destacando os surtos ocorridos no
Rio de Janeiro (RJ), Belo Horizonte (MG), Aragatuba (SP), Santarém (PA),
Corumbd (MS), Teresina (PI), Natal (RN), Sao Luis (MA), Fortaleza (CE),
Camagari (BA) e mais recentemente as epidemias ocorridas no municipio de
Trés Lagoas (MS) e Palmas (TO) (Ministério da Saide, 2014).

No estado de Mato Grosso, segundo dados da Secretaria de Vigilancia em
Satde do Ministério da Saide, ha presenga de um municipio de transmissao
intensa de LV (Viarzea Grande) e outro de transmissdo moderada (Barra do
Gargas), além de outros municipios de transmissao esporadica. Em 2004, foi
realizada uma pesquisa em MT que constatou que dos 68 municipios presentes
na pesquisa, houve a presenga do vetor da leishmaniose em 31 municipios (Lima,

2006).

3.1.2 Vetores, agentes etioldgicos, reservatorios e ciclo de vida

Todas informacoes apresentadas nesta subsecao foram baseadas no ma-
nual de vigilancia e controle da leishmaniose visceral que se encontra na Mi-
nistério da Saude (2014).
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Os agentes etioldgicos da leishmaniose visceral sao protozodrios tripano-
somatideos do género Leishmania, parasita intracelular obrigatério das células
do sistema fagocitico mononuclear, com uma forma flagelada ou promastigota,
encontrada no tubo digestivo do inseto vetor e outra aflagelada ou amastigota
nos tecidos dos vertebrados (Figura 5).
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Figura 5: Forma promastigota (esquerda) e amastigota (direita) do agente.

No novo mundo a Leishania chagasi é a espécie comumente isolada em
pacientes com leishmaniose visceral. Entretanto, no subcontinente indiano, ha
um grupo geneticamente distinto (L. donovani) que causa leishmaniose visceral.

Quanto aos vetores da doenca, sao insetos denominados flebotomineos,
conhecidos popularmente como mosquito palha, tatuquiras, birigui, entre ou-
tros. No Brasil, duas espécies até o momento, estao relacionadas com a trans-
missao da doenga: Lutzomyia longipalpis (com distribui¢do ampla e com forte
expansao nas cinco regioes geograficas: Nordeste, Norte, Centro-Oeste e Su-
deste) e Lutzomyia cruzi, recentemente encontrada no Estado de Mato Grosso
do Sul.

A Lutzomyia longipalpis (Figura 6) adapta-se facilmente ao peridomicilio
e a variadas temperaturas, podendo ser encontrada no interior dos domicilios

e em abrigos de animais domésticos.

i

Figura 6: Inseto vetor da LV.
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Quanto ao ciclo bioldgico do vetor, se processa em quatro fases de de-
senvolvimento: ovo, larva, pupa e adulto, sendo de extrema importincia a
deposicao dos ovos em locais com alto teor de matéria organica para garantir
a alimentagao das larvas, fato que explica uma maior incidéncia de mosquitos
no periodo de chuvas, em regides mais imidas, locais com falta de saneamento
bésico, entre outras justificacoes.

Quanto aos hospedeiros, na drea urbana, o cao (Canis familiaris) é a
principal fonte de infecgdo (principal hospedeiro). A enzootia canina tem
precedido a ocorréncia de casos humanos e a infeccgdo em caes tem sido mais
prevalente que no homem. Acredita-se que em torno de 98% dos casos de
leishmaniose em caes, tratam-se da leishmaniose visceral.

J4 no ambiente silvestre, os reservatdrios sdo as raposas (Dusiccyon vetu-
lus e Cerdocyon thous) e os marsupiais (Didelphis albiventris). No Brasil, as ra-
posas foram encontradas infectadas nas regioes Nordeste, Sudeste e amazonica.

O ciclo de vida completo da leishmaniose visceral estd apresentado na
Figura 7:
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Figura 7: Ciclo completo da LV.

O ciclo da doenca envolve tanto hospedeiros invertebrados (mosquitos,
protozodrios) quanto os vertebrados (cachorro, raposa, homem...), o que acaba
implicando, muitas vezes, em mudancas morfoldgicas e fisiolégicas para que o
parasita se adapte em diferentes microhabitats onde as condigoes sao muito

distintas. O inicio do ciclo decorre da infec¢do dos vetores (fémeas) quando



Dinamica de propagacao da leishmaniose visceral 195

entram em contato com o sangue de mamiferos infectados, ingerem macréfagos
parasitados por formas amastigotas, que dentro de seu organismo transformam-

se em formas promastigotas metaciclicas.

Ap6és esse periodo, as fémeas infectantes ao realizarem um novo repasto
sanguineo em um hospedeiro vertebrado liberam as formas promastigotas me-
taciclicas juntamente com a saliva do inseto. Na epiderme do hospedeiro, estas
formas sao fagocitadas por células do sistema mononuclear fagocitdario. No
interior dos macréfagos, no vactolo parasitéforo, diferenciam-se em amastigo-
tas e multiplicam-se intensamente até o rompimento dos mesmos, ocorrendo
a liberacao destas formas que serdo fagocitadas por novos macréfagos num
processo continuo, ocorrendo entao a disseminagao hematogénica para outros
tecidos ricos em células do sistema mononuclear fagocitario, como lindonofos,

figado, bago e medula 6ssea.

3.2 Modelo matematico

A propagacao da LV é descrita assumindo que a infecgdo ocorre entre
todas as populagoes (humano, mosquito e cachorro), conforme a Lei de Acao
de Massas'.

O modelo leva em consideracao o tempo de incubagao do virus nos
humanos (entre 2 e 6 meses) e cachorros (entre 3 e 7 meses), entretanto,
0 mesmo nao é considerado para os mosquitos, cujo periodo de incubacao é
muito baixo se comparado as demais populagoes (Ministério da Satide, 2014).
Desta forma, consideramos o modelo do tipo Suscetivel-Exposto-Infeccioso-
Recuperado (SEIR) para dindmica da doenca nas populagdes humana e canina

e para o populagdo de mosquito o modelo do tipo Suscetivel-Infeccioso (SI).

O diagrama dos compartimentos considerados para a dindmica de trans-

missao da leishmaniose visceral estd apresentando na Figura 8.

fLei de Ac8o de Massas:A lei diz que a velocidade de uma reagdo quimica

elementar é proporcional a concentragdo dos reagentes.
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Figura 8: Esquema compartimental do modelo matematico

Cada populagao (humana, mosquito e cachorro) é dividida em compar-

timentos definidas como:

e Si(t) é o nimero de humanos suscetiveis;

e Ep(t) é o nimero de humanos expostos;

e I;,(t) é o ntimero de humanos infecciosos;

e Ry (t) é o nlimero de humanos recuperados;

e S, (t) é o niimero de mosquitos suscetiveis;

e I,,(t) é o nimero de mosquitos infecciosos;

e V.(t) é o nimero de cachorros vacinados;

e S.(t) é o nimero de cachorros suscetiveis;

e E.(t) é o nimero de cachorros expostos;

e I.(t) é o ntimero de cachorros infecciosos e

e T.(t) é o numero de cachorros em tratamento.

Na modelagem epidemiolégica da populacao canina é considerada politica

de vacinagéo (eficdcia de 100% no perfodo de 1 ano), o tratamento (em que caes
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infectados em tratamento nao infectam mosquitos suscetiveis) e o controle da
doenga (eutandsia), representados, respectivamente, pelas taxas a., 6 e p no
diagrama.

De acordo com todas as consideragoes, a interacao entre os vertebrados
e o vetor pode ser descrita por um sistema de equacoes diferenciais ordinarias

nao lineares dado por,

ds,
— = 0 = (Bum I + p)Sh

t
dE
dith = BumSnIm — (o + pn) Ep
dl
CT: = onEn — (un + ttha + o) In
dRy,
_— = I, —

= Inin pn R
dV,
o = QeSe = (V4 Ve
dSe _ % I,)S,
dt *¢c+¢ c*(,ufc+ac+/8cm m) c (3]_)
dE.

= chm c c c Ec
g = PemImSe = (ue + o)
dl,
dt = UcEc - (,U/c + Hed +0+ P)Ic
dT,
=0l. — uT,

dt 0l — peTe
ds
Ttm = (b’rn - (Mm + ﬁmhIh + ﬁm(,]c)sm
dl,,
W = (ﬂmhlh + BmcIc)Sm — tmIm

em que, [, Me € Ly representam as taxas de mortalidade natural nas po-
pulagbes humana, canina e mosquito, respectivamente. As taxas fipq € fled
indicam as taxas de letalidade da doenga em humanos e cachorros. H4 ainda,
as taxas 8 que indicam a forca de infeccao da doenga, as taxas o. e g5, que re-
presentam o numero de individuos que passam do compartimento exposto para
o infeccioso em cachorros e humanos, a taxa v, que representa os humanos que

passam da fase infecciosa para recuperado, 1 que representa os cachorros que
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nao recebem o refor¢o anual da vacina em algum momento e passam a ser sus-
cetiveis e, por fim, ¢ representa a dinamica vital das populacoes, dada pelas

expressoes abaixo:
én = pn(Sh + En + In + Rp) + pnaln

¢c = ILLC(‘/C + Sc + Ec + Ic + Tc) + PIC + Mcdlc
(Sm +Im)}

(3.2)

¢m = am(Sm, + Im) |:1 - K

sendo que K é a capacidade suporte dos mosquitos e a,,, a taxa de crescimento

intrinseca dos mesmos.

3.3 Pontos de equilibrio

Os pontos de equilibrio sao obtidos resolvendo o sistema de equagoes

(3.1) em que todas as derivadas sdo nulas, como segue,

®n — (Brmdm + p1n)Sh =0 BemImSe — (fe + 0¢)Ec =0
BrmShIm — (on + pn)Ep =0 0cEe — (e + ttea + 0+ p)Ic =0
onEn — (pon + piha + ) In =0 0le — pcTe =0

Yudh — pnRp =0 Gm — (tm + Brmndn + Bmele)Sm =0
acSe — (Y + pe)Ve =0 (Bmbdn + Bmele)Sm — pimdm =0

be + Ve = (pe + e + BemIm)Se = 0

(3.3)

Foram obtidos dois pontos de equilibrio triviais e um endémico, que sao:

P = (S;;,o,o,o,vg‘, (7““"‘) v;,o,o,o,o,o)

Cc

P, = (S;:,0,0,0,Vc*, (w +“”) V*,0,0,0, (1 - “’”) K,O)

Qc O

PS = (Sh7 Eh7I;7 Rha ‘/Ca SC7 EC7I:7TC; Smylm)

em que,
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(pn + pna + 7n)

g _ lontm)(un+pnaton)  om L opo
h= b By =
Brm0h O, — o, K an

_ Oh s _ OZC(,U,C + Jc)(ﬂlc Med + o+ ,0) [07%% IC
Ry =—1Iy, V.= =,
22 ('L/) + ,U/c)/cho-c Qm — Hm K
(e 4+ 0¢)(pte + pteqa + p +6) %50 o

*
Iy,

c

Bc(%nac ama_ Hom K,
Ec:(uc+ucd+ +p)1.:7 .-
Oc e

Sy = 1-fm) =K (1-m

e S;, VI, It e I} sao livres.

Sejam Np(t) e N.(t) a populagdo total de humanos e caes, respec-
tivamente, no instante ¢, isto é, N (t) = Si(t) + En(t) + In(t) + Ru(t) e
Nolt) = Valt) + Selt) + Eo(t) + Lo(t) + Tu(t).

Ui ver aue @St 4 @Bn dh dRy o dV, | dS, | dE,
Lo vez que —o, dt dt dt dt dt dt
© + —° =0, segue que, Ny(t) e N.(t) sdo constantes e determinadas pela

dt
condigdo inicial do sistema (3.1), isto é, Ny, = S,(0) + E,(0) + I,(0) + Ry (0)

e N = V,(0) 4+ S.(0) + E.(0) + I.(0) + T.(0). Assim, podemos determinar as

varidveis livres S}, V', I} e 17 dos pontos de equilibrio, como segue,

* * 1 * Nh * N,
Sy = Np, V. = o I = ; 7Iczgcemque,
_¢+ﬂc
a_77
Qe
1
b:(0h+uh)(uh+uhd+%) Um 7+(Uh+ﬂhd+7h)+1+ﬁ,
Bhmh 5 (o _5/1'777, K oh Ih
d=Cqoq Wettea¥0¥p) 0y
a Oc e
_ (e + ) (fte + pteqa + p =+ 6) QA i
chac am_,U/mK'

O ponto de equilibrio P; representa a populagao livre da doenga com
a extingcao da populagao dos mosquitos e o ponto de equilibrio P» representa
a populagao livre da doenga em convivio com a populagao de mosquitos e o
ponto de equilibrio P3 representa a endemia na populagao.

3.4 Numero de reprodutibilidade basal da doenca

O nudmero bésico de reproducao ou reproducao basal (Rp) é o nimero

esperado de casos secundarios produzidos, em uma populagao completamente
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suscetivel, por um tunico individuo infeccioso. Se Ry < 1, um individuo infec-
tado produz menos de um novo individuo infectado ao longo de seu periodo
infeccioso, e a infecgdo nao pode crescer. Por outro lado, se Ry > 1 entdo cada
individuo infectado produz, em média, mais de uma nova infeccao, e a doenca
pode invadir a populagao.

Sera apresentado em sequéncia o calculo desse nimero via metodologia
exposta em van den Driessche e Watmough (2002).

Seja & = (Ep, I, Ec,Icy Im, Shy Ry Sey Tey Ve, Sm), em que as cinco co-
ordenadas iniciais representam os individuos que pertencem a algum compar-
timento considerado infeccioso e as ultimas seis coordenadas representam os
individuos que nao sao considerados infecciosos.

Determinaremos as taxas de novas infecgoes e outras taxas de trans-

feréncias da seguinte maneira:

e F;(x) representa a taxa de aparecimento de novas infec¢oes no compar-
timento i.

e V; (z) é a taxa de transferéncia de individuos para fora do compartimento
1.

e V' (z) é a taxa de transferéncia dos individuos para cada compartimento
i.

Assim, obtemos

F1 = BrnmSplm V= Vi = (on + pn)En

Fa=0 Vi =o,E), Vo = (n + pna + ) In
F3 = BemImSe Vgr =0 V?: = (MC + JC)EC

Fi=0 V) =o.E. Vi = (fte + prea + 6 + p)1Le
Fs = BunIn + Brmcle)Sm Vi =0 Vi = pinIm

Fs=0 Vi =on Vs = BumIm + pn)Sh
Fr=0 V;r = vp1p Vo = upRy,

Fs=0 Vi =¢e + Ve Vg = (e + e+ Bemlm)Se
Fo=0 Vo =61, Vo = pcTe

Fio=0 Vfb = .S Vio= (¥ + pe)Ve

Fi1 =0 Vi = om Vi1 = (Bm + Bmndn + Bmelc)Sm

O préximo passo consiste em determinar as matrizes F' e V', que tomam,

por definicao, o seguinte formato:
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[ 0F, OF OF 7 rovy oV, oV ]
0F, 0F OF Vs OV, Vs
| Ox1  Oze Oy 1w | Ox1 Oze T Oxy 1w

em que 4,j = (1,2,...,5) e correspondem aos cinco primeiros compartimentos
com individuos infectados em ambas as matrizes F' e V e Vi(z) = V; (z) —

Vi (x). Calculando as derivadas parciais sio obtidas as seguintes matrizes:

0 0 0 0 Brm S},
0 0 0 0 0
F=10 0 0 0 BemS*
0 0 0 0 0
0 BmrSy 0 BmeSy, 0
€
(on + pn) 0 0 0 0
—0on (ttn + pnd +n) 0 0 0
V= 0 0 (te + 0c) 0 0
0 0 —0c (et peat+d+p) 0
0 0 0 0 .

As varidveis S;, Sy e S}, contida na matriz F' foram determinadas na
subsegao (3.3), para nao carregar as matrizes e expressoes que as envolvam nao
substituiremos seus valores nesta subsecgao.

O numero de reproducao béasico da doenca, R, é definido como o raio

espectral da matriz FV !, isto é,
Ro = p (FV1) (3.4)

A matriz inversa de V' é dada por,
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[ 0 0 0]
(on + un)
Oh
—_— = 0 0 0
(On + 1r)Xn  Xn )
0 0 —_— 0 0
(,uc + UC)
0 0 T i 0
(:uc + JC)XC Xe ]
0 0 0 0o —
L M

e a matriz produto FV~! ¢é dada por,

0 0 0 o  PmSi
e
0 0 0 0 0
0 0 0 0 Lcmsc
e
0 0 0 0 0
ﬂthhS:n ﬁth:n /BmCO-CS:;L /BmcS:n 0
L(on + k) Xn Xh (e +0e)Xe  Xe |

em que Xp = (Un + ftha +Yn) € Xe = (He + frea + 6+ p).
Dada a matriz produto, é calculado o polindomio caracteristico da matriz

FV~! da seguinte maneira:

P(\) = det(FV~1 — \I) (3.5)
sendo I a matriz identidade. Dai, obtemos o seguinte resultado:

ﬁmhsy*ngh 5hms;; ﬁmcS:no—c ﬂcmsj>
(o'h + /th)Xh He (IJ,(/ + O.C)XC e

Dado o polinémio caracteristico, obtemos o raio espectral dado por:

RO _ 4 ﬂhmﬁmhahSmSh + BmcﬁchcScSm' (37)
(on + pn)Xntte (fe + T¢)Xehte

P\ =\ (—X‘ + (3.6)

Substituindo os valores de S}, = N}, S5 = %Nc eSk = <1 — ,um) K
a

em (3.7) obtemos,

Ro = 4 ﬁhmﬂmhgh(am - ,Um)KNh Bmcﬂcmac(am - ,Ufm)aKNc (3 8)
(Uh + Nh)Xhﬂcam (/~Lc + UC)XCNC(G + 1)O‘m . .
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3.5 Anadlise dos pontos de equilibrio

A anilise de estabilidade dos pontos de equilibrio é realizada através da
Matriz Jacobiana. A Jacobiana (J) do Sistema de Equagoes 3.1, por blocos de

S [jl ﬂ
3 4 11X11

4 submatrizes é dada por:

em que,
[—BhmIm ek (n + pna) — pn 0 0 1
/majm 7(0'}1 + /Jh) 0 0 0 0
0 Oh —Xh 0 0 0
J1 =
0 0 Yh —lh, 0 0
0 0 0 0 —(+ pe) e
L O 0 0 0 (W +ue)  —(ac+ BemIm) |
[0 0 0 0 —BumSn|
0 0 0 0  BrmShx
Ty = 0 0 0 0 0
0 0 0 O 0
0 0 0 O 0
L e (Nc +p+ ,ucd) e 0 —BemSe |
0 0 0 0 Bemdm 0
0 0 0 0 0 0
Js3=10 0 0 0 0 0
00 —BunSm 0 0 0
00 BunSm 0 0 0
-_(,Uc + Uc) 0 0 0 BemSe |
O¢ —Xe 0 0 0
Jy = 0 0 — e 0 0
0 BmecSe 0 ( 2 Sm + fim) 2 I
mCc Am Eam m Hom, Qm Eam m
L 0 Bmcsm 0 5mh1h + 5mcjc —Hm
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Por conseguinte, sera feita a analise de estabilidade dos pontos de equilibrio
triviais e do ponto de equilibrio endémico.
Os autovalores da matriz jacobiana avaliada em P; sdo: 0, —(op+pn), —(un+

thd +Yh)s —Hhy —(He +0¢)y = (fe + fea + P+ 6)s —phe, (Qm — Him ), —Him, mals os
autovalores da matriz B, definida por:

—(pe +v) ]
(,LLC + 7/}) —0O

O polinémio caracteristico da matriz B é dado por:

/\2 + ('l/) + e + ac))\ - (wac + ,Uchéc) =0 (39)

Logo, tem-se:

- —( + pre + ) £ \/(7/’+ﬂc+ac)2 +4(Yac + peo)
1,2 =
’ 2
Como,
—( 4 e + ae) + /(U + pe + ac)? + 4(ac + peae)
AL = >0,

2

segue que o ponto de equilibrio P; é instavel, visto que pelo menos um autovalor
é positivo.

A instabilidade deste ponto representa que nao havera o cendrio em que
a extingao dos mosquitos ocorrerd e a populagao ficara livre da doenca.

O ponto de equilibrio Py, que representa a populagao livre da doenga em
convivio com os mosquitos, serd assintoticamente estavel se Ry < 1 (van den

Driessche e Watmough, 2002, ver Theorem 2), isto é, se

ﬁhmﬂmhah(am - Mm)KNh Bmcﬁcmo—c(am - Nm)aKNc
(On + 1n)Xnbtem (e + 0e)Xepte(a + D

<1. (3.0

4. Resultados

Nesta secao apresentaremos as simulacoes e resultados obtidos através

da implementagao do modelo matematico.
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Na tabela abaixo, temos os valores dos parametros utilizados para a

simulagao numérica do modelo em que o ponto de equilibrio P», que representa

a populagao livre da doenga em convivio com os mosquitos é assintoticamente

estdvel. Alguns desses valores foram obtidos de Rosales (2006) e Alvarenga

et al. (2010). Segue a tabela:

Tabela 1: Parametros para anélise de estabilidade de Ps.

Parametros

Média

Hh
Hhd
Yh
Oh
Bham
Bem

/Bmh
B’NLC

0,02
0,1
0,58
0,25
0,00001
0.0002
0,01
0,1
0,33
0,2
0,083
0,1
0,1
0,0141
0,02
0,0000008
0,0000009
1000000

Para os parametros apresentados acima, obteve-se Rg = 0,84 < 1, que

é condigao suficiente para a garantir a estabilidade do ponto de equilibrio que

representa a populacao livre da doenga em convivio com o mosquito.

A Figura 9 apresenta as projegoes dos humanos suscetiveis, expostos,

infecciosos e recuperados do modelo (3.1).
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Figura 9: Simulacdo em 6 meses das projegoes Sy (t),

humanos suscetiveis
humanos expostos
humanos infecciosos
humanos recuperados
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Eh(t), Ih(t) € Rh(t).

Pode ser verificado na Figura 9 que tanto as populagoes de infecciosos

quanto dos expostos sao decrescentes e praticamente nao ha variagao na po-

pulacao dos suscetiveis. Além disso, a populacao de recuperados cresce neste

tempo de simulagdo, entretanto, para um tempo suficientemente grande, a po-

pulagao dos recuperados tendera a zero.

A seguir, a Figura 10 mostra as projegoes caninas de suscetiveis, expos-

tos, infecciosos, em tratamento e vacinados da solucao do modelo (3.1).

80

70

60

50

40

30

20

10

— cachorros suscetiveis
cachorros expostos

— cachorros infecciosos
cachorros em tratamento

— cachorros vacinados

Figura 10: Simulacdo em 6 meses das projegoes S.(t), E.(t), I.(t), Th(t) e Vi(t).
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Verifica-se na Figura 10 que a populagao suscetivel dos cachorros é de-
crescente, assim como dos infecciosos, todavia, a populagao dos vacinados é
crescente. Como o ponto de equilibrio que representa a populacao livre da
doenga e em convivio do mosquito é estdvel, segue que a populacao canina
em tratamento comegara a decrescer para um tempo suficientemente grande e

convergira para zero.

O gréfico da Figura 11 mostra as projegoes dos infecciosos humanos,
cachorros e mosquitos da solu¢ao do modelo (3.1), no qual nota-se que as trés

populagoes decrescem no tempo.

100 T T T T T

90 1
humanos infecciosos
80 [ — — cachorros infecciosos [
mosquitos infecciosos
70 1

60 - 1

50 - 1

30 1

Figura 11: Simulagao dos infecciosos em 6 meses da populacao infecciosa.

Para obter as simulagoes numéricas do modelo em que o ponto de equilibrio
P, é instavel, foram utilizados os mesmos parametros da Tabela 1 modificando
as taxas de contato 8 de tal forma que Rg > 1, indicando que provavelmente
a doenca invadird as populagoes. Segue abaixo os valores dos parametros mo-
dificados:
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Tabela 2: Mudangas nos valores das taxas de contato.

Parametros  Média

Bem 0.004
Bhm 0.003
Bme 0.00005
Bmh 0.00003

Para as alteragoes dos valores do parametros obtemos Ry = 5.97 > 1.

As Figuras 12 e 13 representam as projecoes dos suscetiveis, expostos

mais infecciosos e recuperados da populagao humana e as projegoes dos sus-

cetiveis, expostos mais infecciosos, em tratamento e vacinados da populacao

canina da solugdo do modelo (3.1). Para melhorar a percepcao da quantidade

de infectados em cada instante do tempo, somamos as curvas dos expostos com

a dos infecciosos.

180

160

140

120

100

80 [

60 -

40 r

20 [

T

humanos suscetiveis
humanos expostos+infecciosos | |
humanos recuperados

6 8 10 12

Figura 12: Projecoes Si(t), En(t) + In(t) Rp(t) em 12 meses.
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Figura 13: Projegoes S.(t),

— — cachorros suscetiveis
cachorros expostos+infecciosos | -{
cachorros em tratamento

— — cachorros vacinados

E.(t)+ I.(t), T.(t) e V.(t) em 12 meses.

Verifica-se um surto epidémico em ambas populagdes em que a doenga

invade as populagoes.

4.1 Eficiéncia da eutanasia no controle da doenca

Para verificar o impacto da eutandsia (p) no controle da doenga, consi-

deramos o cenario em que Rg > 1, isto é, em que a doencga invade a populacgao,

como exposto na se¢do anterior, e utiliza-se parametros p de 50% e 80% de

cachorros infecciosos sendo eutanasiados por meés.

Os resultados obtidos para a populagdo canina estao organizados na

tabela abaixo,

Tabela 3: Impacto da eutandasia na populacao de cachorros.

n° max de cachorros

p Ro infectados (Vo) Tempo em meses p/ Yy
0.1 597 54 5,5
05 5.7 53 6.9
0.8 5.61 53 8.19

Pode ser observado que nao houve controle na propagacao da doenga

quando é aumentada a porcentagem de cachorros eutanasiados, hd somente um
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retardo no surto epidémico. Por exemplo, com 10% de eutandsia nos cachorros
infecciosos ao més, chega-se num valor méximo de 54 cachorros infectados (ex-
postos+infecciosos) em 5 meses e meio e com 80% de eutandsia ao més tem-se
praticamente o mesmo valor s6 que em 8 meses.

Na tabela abaixo, estao os resultados obtidos para a populagao de hu-

manos.

Tabela 4: Impacto da eutanasia canina na populagao de humanos.

n° max de humanos

p Ry infectados (V1) Tempo em meses p/ Y,
0.1 5.97 105 5,5
0.5 5.7 105 6.8
0.8 5.61 104 7.8

Com os resultados apresentados na tabela acima, pode-se dizer que os
impactos na populacao de humanos sao muito semelhantes ao dos caes, adiando
somente o tempo de dpice de infectados da doenca e nao alterando o nimero

de individuos infectados.

4.2 Eficiéncia da vacina no controle da doenca

Para avaliar a eficiéncia da vacina no controle de propagacao da doenga,
também seréd considerado o cendrio em que a doenca invade a populacao, va-
riando as taxas de vacinagdo para 50% e 80%. Os resultados obtidos estao

organizados na tabela abaixo.

Tabela 5: Impacto da vacinagao na populacao de cachorros.

n° max. de cachorros

a. Ry infectados (Vo) Tempo em meses p/ Yp
0.1 5.97 54 5,5
0.5 5.53 40 4.6
0.8 5.44 35 4.4

O aumento da vacinacao nos caes surtiram mudangas quantitativas na

populacéo de cachorros infectados e também no tempo do surto epidémico.
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Quanto aos resultados obtidos para a populagao de humanos, tem-se:

Tabela 6: Impacto da vacinagao canina na populagao de humanos.

n° max de humanos

a. Ry infectados (V1) Tempo em meses p/ Yy
0.1 5.97 105 5,5
0.5 5.53 105 7.4
0.8 5.44 104 8.8

Desta forma, podemos dizer que os impactos na populacao de humanos
infectados com o aumento da vacinagao nos cachorros é quase nulo e ha um

retardo para o auge da epidemia.

5. Conclusoes

O processo de expansao e urbanizacao da Leishmaniose Visceral conduz
a necessidade de investigagoes epidemioldgicas para se estabelecerem medidas
eficazes de controle, como realizado neste artigo.

A instabilidade do ponto de equilibrio P; indica que jamais haverd o
cenario da extingao da populagao do mosquito deixando a populagao livre da
doenga.

Percebemos que a estabilidade de P, depende de vérios parametros, en-
tretanto, a maioria dos parametros do modelo sao determinados a priori, tal
como, mortalidade natural de humanos e cachorros, letalidade da doenga nos
cachorros, tempo de incubagao e periodo infecciosos nos humanos e cachorros.
Desta forma, para que a populagao fique livre da doenga e em convivio com o
mosquito dependera efetivamente da diminuicao da forga da infecao da doenca
e aumento da eutandsia e vacinagao.

Em um cendrio em que ha instabilidade de P, e que a doenca invade a
populacéo, a eutanésia nao é um controle eficiente para a contencao da doenca,
visto que o auge do surto epidémico sempre é alcancado, independente da
porcentagem de cachorros eutanasiados por més. A unica alteragao percebida
acontece no retardo do surto epidémico quando aumentada a porcentagem de
cachorros eutanasiados. Desta forma, pode-se concluir que a eutanasia canina

nao surte efeito algum na dindmica de propagacao da doenca.
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Neste mesmo cenario em que a doenca invade a populagao, verifica-se que
a vacinagao é um bom controle para o combate da doenca, diminuindo o niimero
maximo de infectados (expostos+infecciosos) na populagao canina e retardando
o numero maximo de infectados na populagao humana. Entretanto, mesmo a
vacina sendo um bom tipo de controle para a doencga, nao é o suficiente, como
pode ser visto nos valores de Ry expostos na Tabelas 5 e 6. Portanto, conclui-se
que para melhor eficiéncia de controle da doenca também é necessario realizar

algum tipo de controle no mosquito.
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