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Resumo. Este trabalho apresenta o conceito de sequéncia de nimeros fuzzy
interativos. A relagdo de interatividade esta atrelada a nogdo de distribuigao
de possibilidade conjunta J. Uma comparacgdo entre sequéncias interativas
e nao interativa é apresentada. Uma andlise complementar sobre a simetria
de nimeros fuzzy também é realizada. Finalmente, uma aplicacdo em uma
sequéncia de Fibonacci é fornecida, em que as condigoes iniciais sdo dadas por

nimeros fuzzy.

Palavras-chave: Sequéncia de nimeros fuzzy; Distribui¢ao de possibi-

lidade conjunta.

1. Introducao

Sequéncias de nimeros reais tém sido objeto de estudo em diversas areas
da matematica. Em particular, existem sequéncias que podem ser obtidas em
forma de recorréncia, isto é, o n-ésimo termo dela depende dos n-1 termos
anteriores a ele. Um exemplo desse tipo de sequéncia é a de Fibonacci, cujo
n-ésimo termo é obtido através da soma dos dois anteriores.

A sequéncia de Fibonacci é motivada no crescimento populacional de co-
elhos, sem considerar taxa de mortalidade. Mais precisamente, esse problema
considera uma populagéo que se d4 a partir de um par de coelhos imaturos (ma-
cho e fémea), que apds uma temporada reprodutiva geram dois pares de coelhos
imaturos, cujos progenitores param de se reproduzir. Seus descendentes tém
0 mesmo comportamento e assim a dindmica ocorre. A questdo é determinar

o ntmero de pares de coelhos em cada periodo reprodutivo. Tal sequéncia é
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bem conhecida nao sé na area da matematica, mas também em outras areas

da ciéncia devido a sua aplicabilidade.

Por exemplo a espiral de Fibonacci, que é descrita através de uma
disposicao geométrica dos elementos da sequéncia, estd presente em diversos
fenémenos da natureza (Powell, 1979). Tais espirais podem ser observadas no
centro de girasséis (Murray, 2002). A razdo durea, que é obtida pela divisao
entre um termo da sequéncia e seu antecessor, também possui varias aplicagoes
nas dreas de humanidades e ciéncias biologicas (Howard, 2004). Essas pro-

porcoes podem ser observadas em diversos quadros de Leonardo da Vinci.

No entanto, para descrever esse tipo de sequéncia é necessario partir de
condicoes iniciais. Isto é, para estimar o nimero de casais de coelhos apds n
meses, deve-se ter conhecimento de quantos casais de coelhos estao presentes em
uma determinada regiao. Desse modo, existe uma certa incerteza nas condigoes

iniciais dessa sequéncia em termos de aplicagoes.

Como nao se sabe precisamente o nimero inicial de casais de coelhos,
tem-se por objetivo modelar essa incerteza através de varidveis linguisticas.
Isto é, se inicialmente existe “em torno de” 1 casal de coelhos, entao espera-se
que ap6s 6 meses existam “em torno de” 8 casais de coelhos, uma vez que tal
fenomeno é descrito deterministicamente pela equagao =, = Z,_1+Tn_2. Aqui

a incerteza é atrelada a expressao “em torno de”.

Nesse caso a teoria de conjuntos fuzzy se torna tutil para descrever esse
tipo de problema. Ou seja, a fim de incorporar a incerteza no modelo, mas
sem utilizar a expressao “em torno de”, pode-se utilizar niimeros fuzzy. Ainda
mais, tem-se uma dependéncia entre os termos dessa sequéncia, isto é, o n-
ésimo termo depende dos dois antecessores a ele. Essa dependéncia pode ser
modelada através do conceito de interatividade entre ntimeros fuzzy (Wasques,
2019).

Interatividade é uma relagao fuzzy que surge de uma distribuicao de
possibilidade conjunta entre nimeros fuzzy. Tal relagao é semelhante, mas nao
equivalente, a nogao de dependéncia no caso de variaveis aleatérias. Nesse tra-
balho serdao abordadas sequéncias de nuimeros fuzzy que incorporam a relagao
de interatividade. As vantagens desse tipo de sequéncia serao ilustradas através
de uma aplicacao em uma sequéncia de Fibonacci, cujas condigoes iniciais sao
dadas por nimeros fuzzy. Por fim, uma breve anélise sobre simetria de niimeros

fuzzy é apresentada.
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2. Preliminares

A seguir sdo apresentados os conceitos da teoria de conjuntos fuzzy uti-

lizados no decorrer desse artigo.

Definicao 1 (Zadeh (1965)) Um subconjunto fuzzy A de um universo X é
caracterizado por wma fungio de pertinéncia py : X — [0,1] em que pa(x)

indica o grau com que x € X pertence ao subconjunto A.

Todo subconjunto classico A em X pode ser definido por sua funcao

caracteristica x4 : X — {0, 1} dada por

1, sexe A

xa(z) = .
0, sex¢ A

Dessa forma, todo conjunto classico pode ser entendido, em particular,
como um conjunto fuzzy. A classe dos subconjuntos fuzzy de X é denotada
por F(X). Para simplificar a notagdo, as fung¢oes de pertinéncia pua(z) sdo
simplesmente denotadas por A(z) para todo x € X. Um subconjunto fuzzy A
estd contido em um subconjunto fuzzy B se, e somente se, A(x) < B(z). Nesse
caso, denota-se A C B.

Os a-niveis de um subconjunto fuzzy A de X sao definidos pelos conjun-
tos [A]* = {x € X : A(z) > a}, para todo 0 < @ < 1. No caso em que X é um

espago topoldgico, define-se também o a-nivel para a = 0 da seguinte forma:

[A]° = {z € X : A(z) > 0}, sendo que Y representa o fecho do subconjunto
Y CX.

Os numeros fuzzy sao subconjuntos fuzzy de R cujos a-niveis sao inter-
valos limitados, fechados e ndo vazios para todo a € [0,1], e sdo denotados
por [A]* = [a;,al] (Barros et al., 2017). A classe dos ntimeros fuzzy é deno-
tada por Rr. Uma subclasse de Rx que é bastante explorada é a Rx,, cujos
nimeros fuzzy possuem extremos acy e a(f) continuos com respeito a a. Os
numeros fuzzy triangulares sao exemplos de nimeros fuzzy em Rx,. Denotado

por (a;b;¢) com a < b < ¢, um nimero fuzzy triangular A é dado por

0 , se x<a

g se a<z<b

b— ) >
A= ¢

- , se b<wx<c

(&3
0 , se c<x
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Um ntimero fuzzy A é simétrico com respeito a x € R, se A(x —y) =
A(z +y), para todo y € R. Se néo existir um elemento € R com tal propri-
edade, entdo o numero fuzzy A é chamado de nao simétrico. Por exemplo, o
ntimero fuzzy triangular (1;2; 3) é simétrico com respeito a 2 = 2, enquanto que
(1;2;4) é nao simétrico. Um estudo mais detalhado sobre simetria de nimeros
fuzzy pode ser encontrado em (Esmi et al., 2018a, 2020).

O didmetro de um ntimero fuzzy é definido por diam(A) = af — agy e
estd atrelado a incerteza que este modela. Isto é, quanto maior o didmetro,
maior é a incerteza associada ao nimero fuzzy. Por outro lado quanto menor
o didmetro, menor é a incerteza, de modo que quando diam(A) = 0 tem-se
AeR

Uma relacao fuzzy R entre dois universos X e Y é dada pela funcao de
pertinéncia R : X x Y — [0,1], sendo R(z,y) € [0,1] o grau em que x € X e
y € Y estao relacionados segundo a relagao R.

Uma relacdo fuzzy J € F(R?) é uma distribuicio de possibilidade con-

junta entre os nimeros fuzzy A; e A se

A1(CC1):\/J($17332) e AQ(IQ):\/J(M,@),
T2 1
sendo que o simbolo \/ representa o supremo.

Definicao 2 (Carlsson et al. (2004)) Os nimeros fuzzy Ay e Ay sao ditos
nao interativos se a distribui¢cao de possibilidade conjunta entre eles é dada por

In(x1,29) = Ar(x1) A Ax(x2),

em que o simbolo N\ representa o minimo.

Caso contrdrio, isto é, se J # Jx, entao Ay e Ay sdo ditos interativos.

A definicao acima esclarece que a nogao de interatividade esta associada
ao conceito de distribuicao de possibilidade conjunta. Isto é, para saber se dois
nimeros fuzzy sao ou nao interativos, é necessario primeiro ter conhecimento
sobre sua distribuigdo de possibilidade conjunta. A Figura 1 ilustra o caso em
que dois nimeros fuzzy sao nao interativos. A Figura 2 mostra o caso que os

nimeros fuzzy sdo interativos.
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Figura 1: Numeros fuzzy nao interativos. Os tridngulos representam os
nimeros fuzzy e a piramide representa a distribuicao de possibilidade conjunta

Jnr. Os tons de cinza representam os a-niveis dos conjuntos fuzzy (Wasques,
2019).

Figura 2: Numeros fuzzy interativos. Os triangulos representam os nimeros
fuzzy e a pirdamide cortada representa a distribuigao de possibilidade conjunta
J # Ja. Os tons de cinza representam os a-niveis dos conjuntos fuzzy (Was-
ques, 2019).

Como pode-se ver na Figura 2, a interatividade é tanto maior quanto
maior for o numero de pontos em que J se anula. Uma distribuigao de possi-
bilidade conjunta bivariada bastante utilizada é a seguinte:

Definicao 3 ((Carlsson et al., 2004)) Os ndmeros fuzzy A1, As € Ry sao

chamados completamente correlacionados se existem q,r € R com q # 0 tal
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que
Jq,r(x17x2) = Al(xl)X{unrr:U}(xlaxQ) (2 1)
= AZ(IQ)X{qu-f-T:U}(‘Tl’xQ) ’
para todo w1,72 € R, sendo X{quir=v} @ fungdo caracteristica do conjunto

{(u,qu +7): Vu}.

Note que essa distribuicao conjunta J,, se anula em todos os pares
(71,72) € R2, exceto aqueles que estdo sobre a reta v = qu + r (veja Figura
3). Isso significa alta interatividade, de acordo com interpretacdo acima. Mais
ainda, corrobora com a denominacao “completamente correlacionados”.

Figura 3: Numeros fuzzy interativos segundo J, . Os tons de cinza represen-
tam os a-nfveis dos conjuntos fuzzy (Wasques, 2019).

A conjunta Jj , tem sido utilizada em aplicacées nas areas de equagdes
diferenciais fuzzy (Wasques et al., 2018; Pedro et al., 2020) e de otimizagao fuzzy
(Pinto et al., 2018, 2019). Apesar da grande aplicabilidade, a distribuicdo de
possibilidade conjunta (2.1) é restritiva, uma vez que exclui nimeros fuzzy que
nao possam ser correlacionados através de uma reta. Por exemplo, os niimeros
fuzzy triangulares (1;2;4) e (1;3;5) ndo sdo completamente correlacionados.

Precisamente, a interatividade obtida da conjunta J; , impoe uma relacao
de simetria entre os numeros fuzzy envolvidos. Isto é, se A e B sao comple-
tamente correlacionados entao A é simétrico se, e somente se, B também o
é.

Para um estudo amplo é necessario utilizar uma distribuicao de possibi-

lidade conjunta mais abrangente que Jg ., a qual serd definida a seguir (Esmi
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et al., 2018b; Sussner et al., 2016).

Dados A;, Ay € Rx,, considere a funcao auxiliar

/\ |w+ 2z — (c1 + c2)| + (c1 + ¢2)
we[Az ;]

gz, a)

com ¢; = 0.5(a;, +a; ), para todo z € R, w € [0,1] e i € {1,2}.

Considere também os conjuntos R: e L(z, ),

{ai_a,aj;} se a€[0,1)
(4]} se a=1

R}, =

(03

e
L(z,0) = [A3_4]* N [—¢'(z,a) — 2,4"(2,a) — 2].
Finalmente, a conjunta J, é definida por
Al(l'l) AN AQ(IL’Q), se (3’]1,!172) epP
Jo(w1,72) = .
0 ,  caso contrario
com
P = U {(x1,22) 1 i € R, e x3_; € L'(%;,0)}
i=1 acl0,1]

para todo i € {1,2} e a € [0,1].

147

(2.2)

Embora a conjunta Jy seja mais complexa que a J,,, sua construcao

permite relacionar qualquer par de nimeros fuzzy, independente de sua simetria

ou formato. Portanto, o estudo realizado aqui sera feito através da conjunta

Jo. As Figuras 4 e 5 ilustram tal conjunta. Note que para o caso da Figura 5

a conjunta J, . também pode ser aplicada.



148 Wasques

Figura 4: Numeros fuzzy interativos, segundo Jy, com diferentes simetrias.

[
W
ot

Figura 5: Numeros fuzzy interativos, segundo Jy, com mesma simetria.

E possivel determinar uma aritmética para nimeros fuzzy que incorpora
a relagao de interatividade. Essa aritmética, chamada de aritmética intera-
tiva, é obtida através do principio de extensao sup-J, que é uma extensao do

principio de extensao de Zadeh.

Definigdo 4 (Fullér e Majlender (2004)) Sejam J € F(R?) uma distri-
buicdo de possibilidade conjunta de Ay e Ay e f : R? — R. A extensdo sup-J
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da funcao [ aplicada em (A1, As) € definida por

frAL A () =\ J(an, ).

f(z1,22)=y

Através da Definigao 4, é possivel obter uma aritmética interativa entre
numeros fuzzy. Por exemplo, podemos definir a soma interativa entre A; e A,
do seguinte modo

(Al +7 AQ)(y) = \/ J(xlaxQ)v (24)

T14Ta=y
em que f(z1,22) = 1 + x2 € J é uma distribuicdo de possibilidade conjunta
de Aq e Ay arbitréria.

No caso em que os numeros fuzzy A; e As sdo ndo interativos, isto é,
a conjunta entre eles é dada por Ju, entdo a aritmética obtida por (2.4) se
resume a aritmética usual entre nimeros fuzzy e denota-se A; + As ao invés
de Ay +, As.

Em particular, para as distribuigoes de possibilidade conjunta Jy e Jx a
soma entre nimeros fuzzy triangulares pode ser dada da seguinte forma (Barros
et al., 2017; Wasques et al., 2020b)

A+B=(a+d;b+ec+ f) (2.5)

((a+ f)nd+e)sbt+e(b+e)V(c+d)), sediam(A) > diam(B)
(c+d)N(b+e);b+e;(b+e)V(a+ f)), sediam(A) < diam(B
(2.6)

AtoB =

~—

em que A = (a;b;¢) e B = (d;e; f).

A partir daqui a funcdo f, dada na Definicdo 4, serd considerada um
operador aritmético. O teorema a seguir compara as operacoes aritméticas do
ponto de vista de interatividade.

Teorema 1 (Wasques et al. (2019)) Sejam A, B,C,D € Rr. Entdo para
toda distribuicdo de possibilidade conjunta J # Jx e f um operador aritmético

tem-se
G’) fJ(A’B) - fJ/\(A’B);

b) Af;(A,B) C A\f;, (A, B), para todo A € R;
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c) Se AC B, entao f;(A,C) C f;.(B,C);
d) Se AC B eCCD, entao f;(A,C) C f5,(B,D);

6) fJ(A’ (fJ(Bvc))) c fJ/\(A7 (fJ/\(B7C))>

As vantagens da aritmética interativa em relagao a aritmética usual serd

retratada aqui através de sequéncias de ntimeros fuzzy.

3. Sequéncia de numeros fuzzy

Uma sequéncia de nimeros fuzzy é definida através de uma fungao ¥ :
N — Rz dada por ¥(n) = X,,, também denotada por {X,, }nen. Em particular,
serao estudadas sequéncias determinadas de modo recorrente, isto é, quando

X, depende de X1,...,X,_1. Por exemplo, a sequéncia de nimeros fuzzy
Xn = Xn-1+J Xn727 Vn > 27 (37)

é uma sequéncia obtida de forma recorrente e estende a sequéncia cldssica de
Fibonacci.

Note que para determinar os elementos de sequéncias recorrentes é ne-
cessario partir de uma ou mais condigbes iniciais. No caso da sequéncia (3.7)
sao necessarias duas condigoes iniciais X1 e Xo.

De um modo geral, para determinar o elemento X, em uma sequéncia
desse tipo é necessario, além das condigoes iniciais, efetuar operagoes aritméticas
entre os numeros fuzzy Xi,...,X,,—1. Para cada distribuicao de possibilidade
conjunta J obtém-se uma aritmética, e consequentemente, uma sequéncia de
nimeros fuzzy distinta. Sendo assim, a fim de distinguir uma da outra, essas
sequéncias serdo denotadas por {X,}”.

A sequéncia {X,}’ é dita interativa se J # J.. Caso contrério, é
chamada de ndo interativa. Uma sequéncia {X,} estd contida em {Y,} se,
X, CY,, para todo n € N. Nesse caso, denota-se {X,,} C {Y,}. O préximo
teorema mostra que toda sequéncia recorrente de ntmeros fuzzy interativos

estd contida na sequéncia de nuimeros fuzzy nao interativos.

Teorema 2 Sejam {X,}’ e {X,,}’* sequéncias recorrentes de niimeros fuzzy
com condigoes iniciais Ay, ..., Ay € Ry e J uma distribuigcdo de possibilidade
conjunta entre os elementos da sequéncia. Entio {X,}’ C {X,}'».
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Prova: FEssa demonstracao serd feita por inducao. Tome X141 = f;(X1 =
Al,...,Xm = Am) e {Xn}J e Ym+1 = fJ/\(Yl = Al,...,Ym = Am) e
{X,}’~. Pelos itens a) e e) do Teorema 1 tem-se que

Xmp1=fs(X1i=41,.. ., X =An) C f1, (Y1 =44,....Y,, = An) =Yt

Suponha agora que X C Yy para todo m < k < p. Resta provar que
X, CY,. De fato, pelos itens ¢) e d) do Teorema 1 tem-se

Xp = fJ(Xp—Tna s aXp—l) g fJ/\ (Yp—ma .. 'a}/p—l) = Ypa

uma vez que Xp_pm € Yp_m, ..., Xp—1 C Y,_1 por hipdtese de inducao.

Portanto, X,, CY,, para todo n € N e assim seque o resultado.

Algumas observagoes sobre o teorema acima devem ser apontadas. Como
constatou-se na secdo anterior, existem pares de numeros fuzzy que podem
nao ser interativos com respeito a alguma distribuicao de possibilidade con-
junta. Nesse caso, as operagoes aritméticas ndo podem ser computadas (Was-
ques et al., 2019). No entanto, estamos considerando sequéncias {X,}”7 que
estdo bem definidas. Isso significa que X,,11 = f;(X1,...,X,,) existe e é um
nimero fuzzy para todo m € N.

O Teorema 2 revela que a sequéncia de numeros fuzzy baseada na a-
ritmética interativa produz nimeros fuzzy com didmetro menor do que com a
aritmética usual entre nimeros fuzzy. Desse modo, a sequéncia {X,,}’, com
J # J,, propaga menos incerteza do que a sequéncia { X, }7.

Na préxima secao serao ilustradas tais observagoes por meio de uma
aplicacao na sequéncia de Fibonacci, a partir de condigoes iniciais dadas por

nimeros fuzzy.

4. Sequéncia de Fibonacci de niimeros fuzzy

Considere a sequéncia de Fibonacci dada em (3.7). Aqui tal sequéncia
serd estudada de dois pontos de vista. O primeiro serd em relagao as aritméticas
fuzzy e o segundo em relagao a simetria dos elementos dessa sequéncia. Para
essa ilustracao, serao consideradas as distribuicoes Jy e J.

A sequéncia de Fibonacci clédssica x, = £,_1 + Tn_2 é, em geral, deter-
minada a partir das condigoes iniciais 1 = x2 = 1. Sendo assim, a sequéncia

classica é dada por

{1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,...}.
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Suponha que as condigoes iniciais dessa sequéncia sejam incertas e mo-

deladas por ntmeros fuzzy. Sendo assim, trés situagdes sdo consideradas: a)
X1 e Xy sdo numeros fuzzy simétricos; b) X; e X5 s@o ndmeros fuzzy nao
simétricos; ¢) X1 e X3 s@o ntimeros fuzzy com diferentes simetrias.
a) Serdo consideradas aqui as condigdes iniciais “em torno de” 1 (casal de
coelhos). Para isso, considere X; = Xs = (0;1;2) as condigbes iniciais da
sequéncia (3.7). A Tabela 1 mostra os 6 primeiros elementos das sequéncias
{X,}70 e {X,,}7~. As Figuras 6 e 7 ilustram tais sequéncias.

Tabela 1: Elementos das sequéncias {X,,}7° e {X,, }/» para condigoes iniciais

dadas por ntimeros fuzzy simétricos.

n n

L (0;1;2)  (051;2)

2 (0;1;2)  (05152)

30 (22:2)  (05254)

4 (2:34)  (0;3;6)

5  (4;5;6) (0;5;10)
6 (888) (0816)

1
123 5 8 13 21 34 55

Figura 6: Sequéncia de Fibonacci de numeros fuzzy interativos simétricos,

segundo Jy. As condigoes iniciais sdo dadas por X; = X5 = (0;1;2).
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34

o
&

Figura 7: Sequéncia de Fibonacci de nimeros fuzzy nao interativos simétricos,

segundo Jx. As condigoes iniciais sao dadas por X; = Xy = (0;1;2).

A Tabela 1 corrobora o resultado do Teorema 2, isto é, os elementos
X, € {X,}’° estdao contidos em X, € {X,}’*, para todo n € N. Ainda
mais, com a sequéncia obtida através de Jy é possivel controlar a incerteza que
os nimeros fuzzy modelam, ao contrario da sequéncia {X,}’* que propaga a
incerteza uma vez que diam(X, 1) > diam(X,,), para todo n € N (veja Figura
7).

Note que a partir de condigoes iniciais dadas por nimeros fuzzy simé-
tricos, a sequéncia { X, }’° produz um niimero real, a cada dois nimeros fuzzy
(veja Figura 6). Esse comportamento ocorre devido ao tipo de interatividade
escolhida, que produz ntimeros fuzzy com o menor didmetro possivel (Sussner
et al., 2016; Wasques et al., 2020a). Perceba também que ambas as sequéncias

preservam a simetria de seus elementos.

b) Serdo consideradas aqui as condigbes iniciais “em torno de” 1 (casal de
coelhos). No entanto, tal varidvel linguistica serd modelada de forma distinta
do caso a). Para isso, sejam X; = X5 = (0;1;3) as condigbes iniciais da
sequéncia (3.7). A Tabela 2 mostra os 6 primeiros elementos das sequéncias
{X, 170 e { X, ).
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Tabela 2: Elementos das sequéncias {X,,}7° e {X,, }/» para condigoes iniciais

dadas por nimeros fuzzy nao simétricos

{Xn} {Xn}

L (053 (0;1;3)
2 (0:1:3)  (05133)
3 (223)  (0:2:6)
4 (335 (0;3;9)
5  (5:5:7)  (0;5;15)
6 (8;8;10) (0:8:24)

Note que os elementos da sequéncia { X, }7° ndo apresentam um compor-
tamento similar ao caso a), isto é, a sequéncia {X,,}”°, com condicdes iniciais
dadas por ntmeros fuzzy nao simétricos, nado contém nimeros reais (veja Ta-
bela 2). No entanto, preservam a nao simetria em todos os seus elementos,
bem como ocorre na sequéncia { X, }74.
¢) Por fim, serdo consideradas aqui as condigoes iniciais “em torno de” 1 (casal
de coelhos). No entanto, as varidveis linguisticas atreladas a cada condigio
inicial serao descritas por diferentes nimeros fuzzy. Assim, sejam X; = (0; 1; 2)
e X2 = (0;1;3) as condigoes iniciais da sequéncia (3.7). A Tabela 3 mostra os

6 primeiros elementos das sequéncias {X,, }7 e {X,,}/7.

Tabela 3: Elementos das sequéncias {X,}” e {X,}’*, sendo uma condigio

inicial simétrica e a outra nao simétrica

n n n
1 (0:1;2)  (0;152)
2 (0:1:3)  (05133)
3 (252:3)  (0525)
4 (3;3:5)  (0;3;8)
5 (557 (05513)
6 (88;10) (0;8;21)

No caso em que considera-se diferentes simetrias nas condigoes iniciais,
a sequéncia {X,, }7° preserva a nao simetria, assim como a sequéncia { X}’

(veja Tabela 3). Isto é, as operagoes aritméticas via Jy e J, fornecem como
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saida um nimero fuzzy nao simétrico, a partir de uma entrada fuzzy simétrica
e outra nao simétrica. E importante observar também que, em todos os casos

e para ambas conjuntas Jy e Jx, tem-se [X,]! = x,, para todo n.

5. Comentarios finais

Este trabalho apresentou o conceito de sequéncia de nimeros fuzzy que
sao obtidos em forma de recorréncia. Tais sequéncias foram classificadas em
dois tipos: interativas e nao interativas. Sequéncias nao interativas estao as-
sociadas com a distribuicao de possibilidade conjunta J,, enquanto que as

sequéncias interativas estdo atreladas a qualquer conjunta J # J,.

O Teorema 2 mostra que sequéncias de nimeros fuzzy interativos estao
sempre contidos em sequéncias de nuimeros fuzzy nao interativos. Sequéncias
nao interativas propagam incertezas e portanto sequéncias interativas podem

ser mais tuteis, do ponto de vista de aplicagoes.

A fim de ilustrar os resultados e discussoes trazidas aqui, foi estudada a
sequéncia de Fibonacci com condigoes iniciais dadas por ntimeros fuzzy. Foram
utilizadas duas distribui¢oes de possibilidade conjunta, a saber Jy e Jo. As

Tabelas 1, 2 e 3 mostram os elementos dessas sequéncias.

Observou-se que embora as condigoes iniciais sejam as mesmas, as se-
quéncias interativas (Jy) e nao interativas (J5) possuem comportamentos dis-
tintos. Enquanto os elementos das sequéncias nao interativas tém diametro
cada vez maior, o didmetro das sequéncias interativas pode ser controlado,

evitando que a incerteza seja propagada (veja as Figuras 6 e 7).

Por fim, estudou-se também a simetria dos elementos dessas sequéncias.
Quando as condigoes iniciais sdo dadas por nimeros fuzzy simétricos (nao
simétricos), ambas as sequéncias preservam sua simetria (ndo simetria). Ainda
mais, a sequéncia interativa via Jy apresenta um comportamento interessante,
a cada dois numeros fuzzy simétricos tem-se um nimero real (veja Tabela 1 e

Figura 6).

No caso em que a primeira condicao inicial é simétrica e a outra é nao

simétrica, ambas as sequéncias produzem apenas nimeros fuzzy nao simétricos.
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