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Resumo. O presente artigo se propoe a responder as seguintes questoes.
Mesmo que nio se desenvolva uma vacina eficaz nos proximos anos, a estratégia
de isolamento social e reabertura repetidas vezes reduz o nimero de 6bitos?
E por que a SARS (2002) e a MERS (2012) nao causaram tantos problemas
quanto a pandemia de COVID-19? Utilizamos ideias de teoria de controle
e o classico modelo SIR para responder a primeira pergunta, enquanto que,
para responder a segunda pergunta, é necessario introduzir uma extensao desse

modelo, que denominamos de SECIAR, e descrever sua dindmica global.

Palavras-chave: SARS; MERS; Imunidade de rebanho; Fungdes de
Lyapunov; Hiperbolicidade normal; FEstabilidade; Teorema de Routh-
Hurwitz.

1 Introducao

Um século apés a denominada gripe espanhola de 1918, o0 mundo foi no-
vamente sacudido por uma grande pandemia que afetou a vida de quase todos
os seres-humanos. Diferentemente de outras pandemias recentes, a pandemia
da COVID-19 obrigou um intenso distanciamento social para o seu controle,
paralisando boa parte da economia e gerando grandes mudancas no estilo de
vida das pessoas. A principal raz&o mencionada para intensificar o distanci-
amento social foi produzir o achatamento da curva de infecg¢oes, evitando o
colapso do sistema de saide e salvando vidas. Uma segunda razao oferecida é

ganhar tempo para a obten¢ao de uma vacina segura e eficaz, também evitando
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mortes. Dadas todas as consequéncias sociais e econémicas do distanciamento
social, surgiram diversas afirmacoes sobre a suposta inutilidade de tal medida,
divulgadas amplamente na midia. Claramente essas afirmagoes se mostrariam
incorretas caso alguma vacina segura e eficaz fosse disponibilizada em tempo
héabil para permitir a imunizagdo da maioria da populagao. Entretanto, caso
nao se desenvolva uma vacina nos proximos anos, parece intuitivo que as afir-
magoes estariam corretas, de modo que o isolamento social seria importante
apenas para evitar o colapso do sistema de satiide até atingirmos a denominada
imunidade de rebanho, tao mencionada nos ultimos meses na midia e nas revis-
tas cientificas, como por exemplo em Britton et al. (2020). Um dos objetivos
do presente artigo é mostrar que esse ponto de vista intuitivo esté equivocado e
que a estratégia de isolamento social e reabertura repetidas vezes de fato reduz
o numero de 6bitos no longo prazo, mesmo sem o desenvolvimento de uma va-
cina. Outra questao que o presente artigo se propoe a responder e que aparece
na midia desde o inicio da pandemia de COVID-19 é a razdo da necessidade
do distanciamento social intenso para o controle da pandemia atual, uma vez
que essa medida nao foi necessaria no controle das outras pandemias recen-
tes, mesmo as causadas por coronavirus semelhantes, como a SARS (2002) e a
MERS (2012).

O artigo é dividido em quatro segoes além da presente introducao. Na
proxima, secao, relembramos as principais caracteristicas do classico modelo
SIR e, na se¢ao seguinte, usamos o modelo SIR e algumas ideias de teoria de
controle para responder a primeira pergunta. Na pentltima secao, para res-
ponder a segunda pergunta, introduzimos uma extensdo do modelo SIR, que
denominamos de SECIAR, e descrevemos genericamente sua dinamica global.
Finalmente, na ultima se¢ao, apresentamos nossas conclusdes. O artigo tam-
bém possui um apéndice com os principais resultados de sistemas dindmicos

utilizados e as referéncias para as suas respectivas demonstracoes.

2 O modelo SIR

Nessa se¢do, relembramos as principais caracteristicas do modelo SIR
e também os conceitos de imunidade de rebanho e de numero de reproducao
inicial. Detalhes e demonstracoes podem ser encontrados na Segao 11.1 de
Hirsch et al. (2013) e no Capitulo 2 de Martcheva (2015). O SIR é um exemplo

de modelo compartimental, no qual a populagao é dividida em compartimentos
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em que os individuos possuem caracteristicas epidemiolégicas distintas, e que
pode ser visualizado através do fluxograma abaixo:

B R

Figura 1: Fluxograma modelo SIR

O compartimento S representa a classe dos individuos suscetiveis a in-
feccdo, j4 o compartimento [ representa os infectados, e supbe-se que ja se
tornam automaticamente infectantes, enquanto o compartimento /7 representa,
os removidos, os que se recuperaram ou que infelizmente faleceram. Devido
ao horizonte temporal da evolugdo da doenca ser de meses ou até semanas,
pode-se desconsiderar o crescimento demografico, de modo que se supoe que a
populacdo é constante. As letras S, [, # podem entdo também representar os
percentuais dos individuos em cada compartimento, de sorte que S+1+ 1 = 1.

O produto BSI representa a taxa do percentual de novos infectados
por unidade de tempo, também chamada de incidéncia, em que a constante
B é proporcional ao numero de encontros aleatorios em pares por unidade de
tempo e proporcional & probabilidade de contagio a cada encontro, enquanto
o produto ST é igual & probabilidade de se encontrar aleatoriamente um par
com um suscetivel e um infectado. Aqui se supoe implicitamente que uma vez

removidos, os individuos nao participam mais do processo de contégio.

Ja I é a taxa do percentual de individuos infectados que sdo removidos
por unidade de tempo. Essa taxa de remocao é equivalente a supor que a densi-
dade da distribuicao de probabilidade do tempo em que uma pessoa permanece

infectada é dada pela exponencial ye=7¢

. Pode-se mostrar que o tempo médio
que as pessoas permanecem infectadas é dado por 1, que é ilustrado na figura
¥

abaixo:
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Figura 2: Grafico da funcao de densidade da distribuicao de probabilidade

Como os removidos nao participam do processo de contagio e como /7 =
1 -5 — I, pode-se descrever o modelo SIR através das seguintes equacgoes

envolvendo as variaveis S e [:
S = —BSI
I' = BSI—~vI

onde S’ e I’ denotam as respectivas derivadas temporais e também pode-se
mostrar que o percentual de infectados I é dado pela seguinte funcao do per-
centual de suscetiveis .S:

=-S5+ B/logS + constante
De fato, para cada valor da constante acima, temos uma funcdo diferente, cujos

graficos sdo as curvas vermelhas ilustradas na figura abaixo:
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Figura 3: Curvas vermelhas

Variando o valor da constante, as curvas vermelhas sao transladadas
verticalmente, de forma que a constante é determinada pela proporcao inicial

So de suscetiveis, que por sua vez determina a proporcao final S, de suscetiveis
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no longo prazo do horizonte temporal do modelo, como também ¢é ilustrado na
figura. Partindo de um determinado Sy, as varidveis S e I evoluem seguindo a
respectiva curva vermelha da direita para a esquerda. Quando o virus é novo
entre os humanos, como o da COVID-19, na denominada "primeira onda", o
valor de Sy é igual a 1.

Como todas as curvas vermelhas sdo obtidas por translagdes verticais de
uma delas, todas atingem um maximo de percentual de infectados num mesmo
percentual de suscetiveis, denotado por S, na figura acima. Esse percentual
de suscetiveis é um divisor de 4dguas importante no modelo, pois S, sempre
estd a esquerda de S,. Se Sy estd & direita de S, a epidemia evolui na curva
vermelha da direita para esquerda até se aproximar do S.,. Por outro lado, se
So esta a esquerda de Sy, entdo Sy é igual a S, e ndo havera mais contagio
comunitério, o que é denominado de imunidade de rebanho. Pode-se mostrar
que:

S, = %
Observe que a imunidade de rebanho nao é o mesmo que imunidade biolégica,
uma vez que um percentual Sy positivo de pessoas suscetiveis pode permanecer
estavel no longo prazo. A imunidade de rebanho é portanto um conceito de
dinamica epidemiolédgica, que surge devido ao balango entre as taxas de con-
tagio em rebanho, afetadas pelo valor de 3, e o tempo médio que as pessoas
permanecem infectantes, afetado pelo valor de .

A imunidade de rebanho esta estreitamente relacionada a um outro con-
ceito epidemiologico que também se tornou famoso por conta da pandemia, o
denominado numero de reprodugao inicial, denotado usualmente por Ry. O
ntmero de reproducao é definido como o ntmero médio de suscetiveis que um
infectado contamina, dado pelo produto do niimero médio de suscetiveis que um
infectado contamina por unidade de tempo, expressado por 3Sp, pelo tempo
médio que as pessoas permanecem infectantes, dado por %, de modo que:

_ BSo

~

!

Ry

Observe que Ry = Sp/S«. Por um lado, se Ry > 1, entdo Sy > S, e nesse caso
nao terfamos imunidade de rebanho. Por outro lado, se Ry < 1, entdo Sy < Sk,
e agora terfamos imunidade de rebanho

Agora estamos prontos para responder a primeira pergunta: mesmo que
ndo se desenvolva uma vacina eficaz nos proximos anos, a estratégia de isola-

mento social e reabertura repetidas vezes reduz o nimero de 6bitos?
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3 Controle no modelo SIR

Diferentemente do resto da natureza, os seres humanos sao capazes de
responder racionalmente aos desafios trazidos por uma epidemia. Quando um
surto é identificado, podemos quase que imediatamente tomar certas medidas
para alterar os valores das contantes do modelo, como medidas de isolamento
social e de higienizacao, que diminuem o valor de (3, pois reduzem tanto o ni-
mero de encontros aleatérios em pares por unidade de tempo, quanto a probabi-
lidade de contégio a cada encontro. Existem diversas medidas que promovem
o distanciamento social, desde campanhas de esclarecimento governamentais
ao decretamento do denominado lockdown, produzindo diferentes reducbes no
valor de 3. Esse comportamento racional dos seres humanos transformam a
natureza da anélise do modelo SIR, que deixa de ser visto como um sistema
dindmico puro e passa a ser encarado como um sistema de controle, como
explicaremos a seguir.

Para simplificar a exposi¢do, vamos imaginar que podemos alternar ape-
nas entre duas situagdes, uma sem e outra com isolamento social. Podemos
entao alternar a constante 3 entre seu valor original e um novo valor reduzido,
que vamos denotar por B Isso nos permite, por sua vez, alternar o limiar S,
entre seu valor original e um novo valor aumentado, uma vez que S, é inversa-
mente proporcional a 5. Vamos denotar esse novo limiar por S’:, lembrando que
ele é o novo percentual de suscetiveis onde o percentual de infectados atinge (ou
atingiria se for maior do que um) o maximo nas novas curvas que determinam
a relacao entre essas variadveis S e I durante evolucao da epidemia, e que sao
ilustradas em azul na figura abaixo:
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Figura 4: Sobreposi¢ao das curvas azuis e vermelhas

A evolucao da epidemia, com o processo de controle através do isola-
mento social, é ilustrada pela curva verde nas quatro figuras abaixo:

Iﬂ I“

Figura 5: Teoria de controle modelo SIR

No inicio, a epidemia evolui por uma curva vermelha, sem isolamento
social, pois as autoridades temem seus custos econdmicos. Apods a gravidade
da doenca ser reconhecida, e com o risco do colapso do sistema de satide, o

isolamento social passa a acontecer e a epidemia passa a evoluir por uma curva
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azul. Apos os casos serem consideravelmente reduzidos e devido aos custos
econdmicos e sociais do isolamento social, o isolamento social é retirado, e a
epidemia volta a evoluir por uma curva vermelha. Nesse ponto, o colapso do
sistema de satude j& pode ter sido evitado e a pergunta que surge é: mesmo que
nunca se desenvolva uma vacina minimamente eficaz, é recomendavel aplicar
novamente o isolamento social ou néo faria diferenca em termos de vidas salvas?
E a resposta é: vale muito a pena! Observe que se adotarmos novamente o
isolamento social, a epidemia passa novamente a evoluir por uma curva azul e,
apoés passarmos o limiar original S,, obtemos a imunidade de rebanho, mesmo
que o isolamento social agora seja retirado. Por outro lado, se nao adotéssemos
novamente o isolamento social, seguiriamos por uma curva vermelha e também
obteriamos a imunidade de rebanho, mas com muito mais pessoas infectadas e
portanto muito mais sequelas e muito mais vidas perdidas desnecessariamente,
como ilustra a comparagao das duas figuras abaixo, sem e com um segundo

lockdown:

74 i

Figura 6: Efeito de um segundo isolamento social

Na proxima se¢ao, vamos tentar responder a segunda e tultima pergunta
do resumo: por que a SARS (2002) e a MERS (2012) ndo causaram tantos
problemas quanto a atual pandemia?

4 O modelo SECIAR

4.1 Pressupostos do modelo SECIAR

Para respondermos & ultima pergunta da introdugdo é necessiria uma
extensdo do modelo SIR, que nos permita mostrar o porqué esta sendo tao

mais dificil e custoso controlar a epidemia atual, em relacdo as outras epide-
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mias, mesmo as provocadas por outros coronavirus. O modelo SECIAR ¢ uma
extensdo do SIR, onde se acrescentam trés novos compartimentos, e que pode

ser visualizado através do fluxograma abaixo:

Figura 7: Fluxograma SECIAR

Os individuos do compartimento S dos suscetiveis, ao se infectarem, en-
tram no compartimento /' dos expostos, onde os individuos estao infectados,
mas ainda nao sdo infectantes. Apo6s um tempo médio 1/-, uma propor¢ao
p dos individuos do compartimento /~ dos expostos entra no compartimento
A dos assintométicos, enquanto uma propor¢ao complementar 1 — p entra no
compartimento C' dos pré-sintométicos (do inglés carrier). Nesses dois com-
partimentos, os individuos passam a ser infectantes, mas nao apresentam sin-
tomas. Apds um tempo médio 1/, os individuos do compartimento C' dos
pré-sintomaticos entram no compartimento / dos sintomaticos, os individuos
permanecem infectantes e agora apresentam sintomas. Apds um tempo médio
1/t, no caso dos individuos do compartimento I dos sintomaticos, e ap6s um
tempo médio 1/, no caso dos individuos do compartimento A dos assintoma-
ticos, os individuos desses dois compartimentos entram no compartimento /7
dos removidos.

A taxa do percentual de novos infectados por unidade de tempo é a soma
da parcela 8SC', em razao ao contagio pelos individuos do compartimento C'
dos pré-sintomaticos, da parcela b3S, devido ao contagio pelos individuos do
compartimento I dos sintomaticos e, finalmente, da parcela o85S A, devido ao
contagio pelos individuos do compartimento A dos assintomaticos. O valor da
constante a pode ser bem menor do que 1, uma vez que os individuos assintomé-
ticos podem ter uma carga viral muito reduzida, enquanto o valor da constante
b é 1 antes da epidemia ser identificada e passa a ser bem menor do que 1 apos
o surto ser identificado, quando a maioria dos individuos sintomaéticos passam

a ser isolados ou a se auto-isolar.

O modelo SECIAR é entao descrito pelas cinco equagdes abaixo, envol-
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vendo as varaveis S, I, C, [ e A:
S = —=BS(CH+0bl+aA)
= BS(C+bl+aA)—
C'" = (I-p)yl—1C
I' = ~AC—.1
A = peE—aA

4.2 Imunidade de rebanho e ntimero de reproducao no
SECIAR

O retrato de fases do modelo SECIAR E parecido com a do SIR? Vamos
mostrar que, para efeitos praticos, o modelo SECTAR tem uma dindmica muito

parecida com a do SIR, como ilustrado pela figura abaixo:

( X813 ) A

=

\

04/

S« 1 S

Figura 8: Dindmica do modelo SECIAR

Observe que a variavel S permanece representada no eixo horizontal,
enquanto que as dimensoes /-, C', [ e A estdo todas representadas pelo mesmo
eixo na vertical, de modo a facilitar a comparacao entre as dindmicas do SE-
CIAR e do SIR. Ainda que agora nao exista uma expressao explicita para a
relacdo entre as varidveis, podemos mostrar que novamente existe um limiar
S, para a imunidade de rebanho tal que, se Sy estd a direita de S, a epidemia
evolui na curva vermelha da direita para esquerda até se aproximar do S a
esquerda de S, atingindo a imunidade de rebanho. Mais do que isso, pode-
mos mostrar que Ry = Sp/S,, de modo que obtemos a mesma relagao entre o
nimero de reproducao e o limiar da imunidade de rebanho, que é dado pela

seguinte expressao:
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1

(on () )

Observe que o compartimento /© dos expostos ndo influencia o limiar da imu-

Se =

nidade de rebanho S, tendo papel apenas na dindmica transiente do modelo.
Para mostrarmos porque a descricao acima é verdadeira, iniciamos a
andlise da dinamica global do modelo SECIAR através das chamadas fungoes

de Lyapunov, definidas no apéndice.
Proposigao 1. Temos que
L=35+34+20+1+2

é uma fungdo de Lyapunov para o modelo SECIAR. Além disso, temos que
conjunto dos pontos de equilibrio do modelo SECIAR é dado pelo eizo S e cada
trajetoria do modelo SECIAR se aprozima de um unico ponto de equilibrio Sy

do eixo S no futuro distante.

Prova: Observe que o conjunto dos pontos de equilibrio do modelo SECIAR é
dado pelo eixo S, uma vez que S/, I/, C’, I’ e A’ se anulam simultaneamente
seesose [, C,Ie A seanulam simultaneamente. Além disso, uma funcao de
Lyapunov para o modelo SIR é dada por

L=35+3"4+2C+1+2

uma vez que que VL = (3,3,2,1,2), de modo que

L' = =38S(C+bl+aA)
+ 36S(C+bl+al)—3
+ 2(1-p)E—27C
+ O =1
+ 2 -2
= — L —~C—-11-2
< 0

como queriamos. Isso mostra que qualquer semi-espaco dado por L = 35 +
3/ 4+2C 4+ 14 2A < ¢, onde ¢ é€ uma constante, é positivamente invariante.
Além disso, é facil ver que o ortante positivo, onde S, 7, C', I e A sdo positivos,
também é positivamente invariante, de modo que a intersecao de qualquer semi-
espaco L < ¢ com o ortante positivo, além de ser claramente compacta, também

é positivamente invariante.
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Figura 9: Compactos positivamente invariantes

Novamente pela Proposi¢ao 6, segue que os pontos limites estao conti-

dos na imagem inversa de L’ = 0. No caso do SECIAR, isso ocorre se e 86 se
, C, I e A se anulam simultaneamente, portanto todos os pontos limites do
modelo SECTAR estdo contidos no seguimento de reta S, de modo que todas
as trajetorias do modelo SECIAR se aproximam do eixo S no futuro distante.
Além disso, como S’ < 0, segue que S é uma func¢do positiva e nao-crescente
do tempo, de modo que cada trajetoria do modelo SECIAR se aproxima de um
dnico ponto de equilibrio S, do eixo S no futuro distante. O

Para completar a descri¢do da dinamica global do modelo SECIAR, pre-
cisamos primeiro analisar a dindmica local desse modelo préximo ao eixo S
através da andlise dos autovalores da matriz Jacobiana, definida no apéndice,
em cada um dos seus pontos.

Proposigao 2. Temos que

0 0 —B8Sy —BSob —pBSpa

0 — BSo BSob BSya
J=10 (1-p) —v 0 0

0 0 ¥ —1 0

0 ) 0 0 —a

é a matriz Jacobiana do modelo SECIAR no ponto Sy do eizo S. Um ponto de
equilibrio € estdvel se estd a erquerda de S, e € instdvel se estd a direita de Sy.
Além disso, com excegdao de Sy e de no mdximo dois outros pontos a direita
dele, existe uma vizinhang¢a do ponto de equilibrio onde a dindmica do modelo
SECIAR é conjugada & dindmica linear dada por J.
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Prova: Primeiro a matriz Jacobiana para o SECIAR é dada por:

—B(aA+bI+C) 0 —BSy —pBSb —pSa
BlaA+bl+C) — 58S BSb BSa
J = 0 (1-p) —v 0 0
0 0 v -t 0
0 p 0 0 —a

Assim como no SIR, estamos interessados nos pontos Sy que pertencem ao eixo
S, de modo que ' =C =1 = A =0, obtendo:

0 0 —BSy —pBSob —pBSpa
0 - BSo  BSob  BSoa
J=10 (1-p) —v 0 0
0 0 ol - 0
0 p 0 0 —0
Podemos escrever:
S [0 k]
0 K

onde k é uma matriz 1 x (n — 1), enquanto K serd agora uma matriz 4 x 4,
dada por:
— BSo  BSeb BSpa
(I-p) — 0 0
0 ¥ —t 0
D 0 0 —a

K =

Para acharmos os autovalores de K, é necessario o calculo do seu polinémio
caracteristico, que é dado por:

pK(A) = )\4 + al)\g + (IQAQ + CL3/\ —+ a4
onde
a; = +v+i+a
ay = cot+vyat i+ v+ v+ — BSo [(1— p) + pa]
as = cya+ w4y + =y — BSoc[(1— p) (b + o + o) 4+ paly + 0)]
ay = -~y — BSo (1 —p)a(yb+ 1) + yipal

Algumas propriedades desse polindmio é que a; > 0 e as,as,ayq sdo fungoes

afins de Sy. Achar explicitamente os autovalores em termos de Sy agora, é mais
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complicado, ja que estes sao solugoes de uma equagao quartica. Mas podemos
obter indiretamente informacoes sobre a parte real desses autovalores, ja que
queremos utilizar novamente o Teorema de Pugh-Shub. Para determinar os
pontos em que K deixa de ser hiperbélica, primeiro observamos que claramente,

quando a4 = 0, existe um autovalor nulo. Nesse ponto, isolando Sy temos:

1

)

Esse serd justamente o limiar para a imunidade de rebanho para o modelo

SOZS*:

SECIAR. Claramente, pela Proposicao 7, segue que os pontos de equilibrio &
direita de S, sao instaveis, uma vez que a matriz K, e portanto a matriz J,
possui um autovalor real positivo quando Sy > S,, pois, nesse caso, temos
que pi(0) = a4 < 0 e o coeficiente da maior poténcia de pr(A) é igual a
um. Mostrar que os pontos de equilibrio & esquerda de S, sdo estaveis é bem
mais extenso e serd deixado para o final. Antes vamos determinar quais sdo os
outros pontos onde a matriz K deixa de ser hiperbélica. E possivel mostrar que
pode haver apenas mais dois valores de Sy diferentes de S, onde a matriz K
perde a hiperbolicidade. Primeiro temos que nosso polindmio possui ao menos
duas raizes com parte real nao nula, uma vez que, do contrario, ele poderia ser

escrito de modo:
pre(N) = (A2 +bo) (A + o)

com by, cg > 0, entdo nosso polinémio teria a forma abaixo:
pr(N) = A+ (bo + co)A* + boco

o que implicaria que a; = 0, o que nao é verdade, pois a; > 0. Entao supondo
que nosso polindémio possua duas raizes puramente imaginarias ele teria a forma
abaixo:

(A2 +b0) (A2 4+ c1 A + co)

= )\4 + Cl)\3 + (bo + Co)/\2 + boCl/\ + boCo

pr(A)

Disso segue que:
a; =c1, az=by+co, az=boci, as=boco

de modo que
as a4ay
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o que implica que

as | aq01
a9 = bo —+ Co = — —+
a1 az

Com isso temos que os coeficientes formam uma equagao de segundo grau em
Soi

2 2
asasay = a3 + a4aj

a qual pode ter no maximo duas raizes reais S; e S3. Vamos mostrar que
esses dois pontos, se existirem, estao & direita de Sy, como ilustrado pela figura
abaixo:

(03 aCa Ia :‘)“

o

S S5 S 1 '(S. ,0,0,0)

Figura 10: Posicao de S1 e S2

Para demonstrar isso, vamos mostrar que todos os autovalores de K tem
parte real negativa quando Sy < S, e, para isso, vamos utilizar o Teorema de
Routh-Hurwitz, que apresenta condigbes necessarias e suficientes que os coefici-
entes do polindmio caracteristico devem satisfazer para que todos os autovalores
tenham parte real negativa. Porém esse critério é de dificil aplicagao no nosso
caso, uma vez que ele se torna mais complicado conforme o grau do polinémio
aumenta e conforme as expressoes dos coeficientes se tornam mais complicadas.
Entretanto, existe uma ligacao entre o valor maximo da parte real de todos os
autovalores da diferenca L — M e o valor méximo dos valores absolutos dos
autovalores do quociente LM ! quando L é uma matriz com entradas nao ne-
gativas e M é uma matriz diagonal com entradas diagonais positivas e isso sera

usado para simplificar o problema. Vamos escrever a matriz K como a seguinte
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diferenca:
[ - BSo  BSob BSoa]
Kk - |t=p) = 0 0
0 ¥ —1 0
. O O - -
0 BSo BSeb  BSo 0 0 0
B (I-p) 0 0 0 B 0O v 0 O
B 0 y 0 0 00 ¢+ 0
L 0 0 0 | 0 0 0
denotando
0 BSo  BSob BSo 0 0 0
1-— y
I ( p) 0 0 0 ’ M= 0 v 0 O
0 ¥ 0 0 0 0 ¢+ O
0 0 0 0 0 O
de modo que
0 BSo  BSob  BSo
y L
0 1 0 0
0 0 0

Determinar quando todos os autovalores da diferenga K = L— M tem parte real
negativa é o mesmo que determinar quando o todos os autovalores do quociente
LM~ tem valor absoluto menor do que um, que se mostra um problema mais
simples. De fato, primeiro determinamos o polinémio caracteristico de LM 1,

que é dado por:

pLa-1(A) = A ()\3 Y ( B30 + a —]j/)ﬂSO) _a _p,/)BSOb>

Uma das raizes desse polindmio é nula e, para mostrar que as demais raizes
tem valor absoluto menor do que um, vamos utilizar o seguinte corolario do

Teorema de Routh-Hurwitz. Dado o polinémio p(A) = A3 + bA% +cA +d e

considere:

e = 14+b+c+d
eq1 = 3+b—c—3d
es = 3—b—c—3d

es = 1—b+c—d
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Todas as raizes de p(\) tem valor absoluto menor do que um se e s6 se

€p,€1,e2,e3 > 0 e ege; > ezeg. No nosso caso, temos que:

b =0

- </»ﬂso~ a P)ﬂSo)

Q y

_ (1 —p)BSob
L
de modo que

e1=e3=3—¢c—3d>3>0

e também que

ezer = (3—c—3d)?
= 9+c2+9d%* —3c—9d — 3c+ 3dc — 9d + 3dc
> 94 c?+9d?
> 1+ —d?>+2¢

= (Qt+ec—d)(1+ctd
€3€0

Além disso, temos que
es=14+c—d>14+c+d=¢

de modo que e3 > 0 quando ey > 0. Segue entao que ey > 0 se e s6 se todos os
autovalores do quociente LM ~! tem valor absoluto menor do que um, o que é
equivalente a todos os autovalores da diferenca K = L — M terem parte real
negativa. Pelas defini¢oes, essa condicao é dada por

S T L

6! Y L

Isolando Sy na desigualdade acima, segue que a desigualdade é equivalente a
Sy < Sk, como afirmamos. Se definirmos Ry = g—‘*’, temos que

(1 —p)BSo n (1 —p)bBSy n pafBSo

Y L Q

Ry =
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Um subconjunto de um espaco topolégico é denominado genérico se é a
intersecao enumeravel de subconjuntos abertos e densos. A probabilidade de
se sortear aleatoriamente um ponto de um subconjunto genérico é igual a um,
desde que a medida de probabilidade seja absolutamente continua em relagao
a medida de Lesbegue. O resultado a seguir completa a descrigdo da dindmica
global do modelo SECIAR.

Proposigao 3. Para todo § > 0, o subconjunto do ortante positivo tal que as
trajetorias partindo desse conjunto possuem S < S. + 0 € aberto e denso.
Em particular, o subconjunto do ortante positivo tal que as trajetorias partindo

desse conjunto possuem S, < S, € genérico.

Prova: Vamos denotar a primeira componente do fluxo ¢;(z) do modelo SE-
CIAR por S(x), que é uma fungao positiva e decrescente em relagio ao tempo.

Segue que Si(x) = Soo(z), quando t — co. Pela Proposicao 1, temos que

Cbt(x) — 92500(37) = (500(37)70’07 0, 0)

quando t — oo. Para todo § > 0, denote por N(J) o subconjunto do ortante
positivo tal que todas as trajetérias partindo desse conjunto possuem S, <
Sy + d. Queremos mostrar que N (d) é aberto e denso.

Para mostrar que N(d) é aberto, considere o € N(J), de modo que
Soo (o) < Sy + 0. Entédo existe T > 0 tal que St(zg) < Sy +9d. Como ¢r é um
homeomorfismo, existe uma vizinhanga aberta B se xg tal que St(x) < Sy + 6
para todo = € B. Como Si(z) é decrescente em relacdo ao tempo, segue que
Seo(x) < Sy + ¢ para todo z € B, de modo que B C N(§), mostrando N(J) é
aberto.

Para mostrar que N(J) é denso, considere o ¢ N(0) e B uma bola
aberta centrada em zg e de raio r > 0. Segue que Sy () > Sy + J, de modo
que Sp(zg) > Sk + 0, uma vez que Si(z) é decrescente em relacio ao tempo.
Além disso, para todo x € B, temos que So(z) < So(xg) + r, de modo que
Soo(x) < So(xg) + r. Agora observe que, para todo ponto no eixo S tal que
So € [S« + 6, 50(x0) + 7], existem uma bola aberta A centrada nesse ponto e
um conjunto F' C A tal que A — F é denso em A e tal que toda trajetoria
que permanece em A para tempos positivos estd contida em F' para tempos
positivos. De fato, isso segue da Proposi¢ao 2, uma vez que, pela demonstracao
da Proposicao 2, a matriz K, e portanto a matriz J, possui um autovalor real

positivo, quando Sy > S,. Como [Si + §, Sp(xp) + 7] é compacto, existem um
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familia finita {A4;,..., A} dessas vizinhancas tal que [S. + d,So(zg) + 7] C
Ay U---U A, Podemos escolher essa familia de modo que se z € A; e y €
Ajta, entdo Sp(x) > Sp(y). Como S (zg) € [Sk + 0, So(zo) + ], temos que
Doo(x0) € A;,, para algum i;. Segue entdo que ¢, (zg) € 4;,, para algum T >
0. Como ¢, &€ um homeomorfismo, segue entdo que ¢, (B) N (A;, — Fy,) # 0,
de modo que existe z1 € B tal que ¢, (21) € Ai; —F;,. Logo Seo(21) < Sk+d ou
doo(21) € Ay, para algum iy > 41. Se a segunda possibilidade for verdadeira,
segue que ¢, (1) € A;,, para algum T > 0. Como ¢7, é um homeomorfismo,
segue entdo que ¢r,(B) N (A4, — Fi,) # 0, de modo que existe z2 € B tal que
o1, (x2) € A;y — Fiy. Logo Soo(x2) < Sk + 0 ou ¢poo(x2) € Aiy, para algum
i3 > ig > i1. Como sempre podemos repetir esse argumento quando a segunda
possibilidade é verdadeira e como a familia {Ay, ..., Ay} é finita, vai existir um
xp € B tal que S (z1) < Sk 46, de modo que zj, € N(6), mostrando que N(J)
é denso.

Em particular, temos que o subconjunto do ortante positivo tal que as
trajetorias partindo desse conjunto possuem S, < S, é genérico, pois esse
subconjunto é claramente a intersecao enumeravel dos N (%), comneN. [O

A figura abaixo ilustra a descri¢do qualitativa e genérica do retrato de
fases do modelo SECIAR, que é bastante semelhante ao do modelo SIR:

(0,7,C,1,A)

rs e

Figura 11: Retrado de fase modelo SECIAR

A expressao acima do limiar da imunidade de rebanho pode ser usada
para fornecer uma possivel explicacdo do porqué a SARS e a MERS néo cau-

saram tantos problemas quanto a atual pandemia.

1

(om0 )

S =
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Antes da identificacdo de uma epidemia, o 5 é elevado e b = 1, pois as pes-
soas confundem a doenca com um resfriado. Apoés a epidemia ser declarada,
0 3 se reduz um pouco e b se reduz bastante, pois os individuos sintomaéticos
passam a ser isolados ou a se auto-isolar. Essas medidas afetaram pouco a
economia, mas podem ter sido suficientes para fazer com que o limiar S, se
tornasse suficientemente grande, permitindo-se atingir a imunidade de rebanho
sem grandes custos. Isso foi possivel no caso da SARS e da MERS, mas nao
no caso da COVID-19, porque o tempo médio 1/ em que os individuos per-
manecem pré-sintomaticos é consideravelmente menor nas epidemias anteriores
do que na epidemia atual. No caso da COVID-19, a tnica forma de tornar S,
suficientemente grande é reduzir ainda mais o valor de 3, o que obriga a tomar
medidas mais intensas de isolamento social e de higienizacao, causando todo o

transtorno que estamos vivendo.

5 Conclusao

Na primeira secao do presente artigo, relembramos, através do modelo
SIR, que a imunidade de rebanho pode ser alcangada com diferentes proporgoes
de suscetiveis, desde que elas estejam a esquerda de um dado limiar que depende
das constantes do modelos. Em seguida, utilizando ideias de teoria de controle,
mostramos que é possivel alcancar a imunidade de rebanho com um valor de
suscetiveis proximo ao desse limiar, salvando vidas e diminuindo o niimero de
pessoas com sequelas. Isso pode ser alcancado através de uma estratégia de
isolamento social e reabertura repetidas vezes, mostrando que tal estratégia
¢ importante ndo apenas para evitar o colapso do sistema satde, mas salva
vidas e diminui o nimero de pessoas com sequelas no longo prazo, mesmo
sem a obtencdo de uma eventual vacina segura e eficaz. Na tltima parte do
artigo, introduzimos uma extensiao do modelo SIR, que denominamos SECTAR,
incorporando trés novos compartimentos, dos expostos, dos pré-sintoméaticos
e dos assintomaticos. Mostramos que sua dindmica global se parece muito
com a do SIR, de modo que quase todas as trajetorias partem & direita e
chegam & esquerda de um limiar para a imunidade de rebanho, que depende
das constantes do modelos. Com esse limiar, é possivel mostrar o possivel papel
dos pré-sintomaticos na maior dificuldade em se controlar a atual pandemia
quando comparada com as anteriores, uma vez que o tempo médio em que um

individuo permanece pré-sintomético na COVID-19 é muito maior do que nas
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outras pandemias, mesmo as causadas por coronavirus como a SARS (2002) e a
MERS (2012). O papel desses denominado propagadores silenciosos vem sendo
evidenciado na literatura recente sobre o assunto e evidenciados na midia, como
por exemplo em Moghadas et al. (2020).
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A Apeéndice

Apresentamos a seguir as definigbes e os resultados que sdo usados na
parte principal do texto. Um campo de vetores de R™ é uma funcao V : R® —
R™ que a cada ponto de = € R™ associa o vetor de V(z) € R™. Um exemplo, é
o campo de velocidades de um fluido estacionario em R3, que para cada ponto

x € R? associa a velocidade V (z) € R? do fluido ao passar pela posi¢ao .

Proposigao 4. Se o campo de vetores V é uma fung¢io suave, para cada ponto
xz € R", denominado condicdo inicial, e para cada intervalo aberto I de R
suficientemente pequeno contendo a origem, existe wma Unica curve ¢ : I —
R"™ tal que

O =V(ea(t) e ¢u(0) =2

denominada trajetéria de V partindo de z. A fun¢ao dada por

¢(t7 l‘) = ¢z (t)

€ uma funcdo continua, demominada fluxo de V', e geralmente denotada por

¢i(x) = o, ).

Prova: A demonstracdo pode ser encontrada na referéncia Hirsch et al. (2013),
paginas de 402 a 404. 0

E facil verificar que ¢;(z) = 2 para todo t € I se e s6 se V(x) = 0 e,
nesse caso, x € denominado ponto de equilibrio. Um ponto y é denominado
um ponto limite de x se existe t, — oo tal que ¢, (z) — y. Um subconjunto
U C R" é denominado positivamente invariante se toda trajetéria comecando

em um ponto de U permanece em U.

Proposigao 5. Quando U C R™ é um compacto positivamente invariante,
todas as trajetorias comegando em um ponto de U estao definidas para todo
tempo t, ou seja, o fluro ¢ estd definido em R x U. Além disso, todo x € U

possui pelo menos um ponto limite e todos eles pertencem a U.

Prova: A demonstracio pode ser encontrada na referéncia Perko (2001), pa-
gina 193, Theorem 1. O

Uma funcao suave L : U — RT ¢ denominada fun¢io de Lyapunov em
U sempre que L' = VL -V <0 em U. Observe que o conjunto L'~1(0) = {x :
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L'(z) = VL(x)-V(z) = 0} claramente contém todos os pontos de equilibrio de
V.

Proposigao 6. Se U C R™ é compacto e positivamente invariante e existe uma

funcao L de Lyapunov em U, entdo os pontos limites de pontos de U pertencem
a L'71(0).

Prova: Sejam = € U e y um ponto limite de z. Temos que existe ¢, — oo tal
que ¢y, () — y. Além disso, temos que I(t) = L(¢¢(z)) € tal que

I'(t) = VL(¢i(x)) - ¢y()
VL(¢i(x)) - V(ei())
L'(¢i(x)) <0

Suponha que L'(y) < 0, entdo existem r > 0 e ¢ < 0 tais que L'(z) < ¢ para

todo |z — y| < r. Para todo t,7 > 0, temos que
6,0) ~ an@)| < [ 1V(6u@)dz < Mlr 1
onde M = max{|V(2)|: z € U}. Se |¢(z) —y| < & e T € [t,t + 5], entdo
6r(2) = 9] < [6r(2) = u(@)] + [on(e) — 9| < 5+ 5 =7

2
Logo

e+ m) —I(t) = /fm L((6r(@))dr < 32z <0

Pela defini¢ao de limite, existe ng tal que [¢;, (z) — y| < %, para todo n > ny,

de modo que
cr

l(t + 2M) —1(ty) < oYY

para todo n > ng. Considere t,,, tal que t,, > t,,_, + 577+ Logo
) = Utne) =Lty + 337) T (s + 237) = Ut )
+ Utnyy) = U (tny + 557) + 1 (b + 557) — Utnyy)
+ Utng_y) = (tni_s + 557) + -+ 1 (tny + 557) — Utny) + 1(tn,)

< 0+ <®D 4 it,,)
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pois U(tn,) — 1 (tn,_, + ﬁ? <0, uma vez que tp, > tn, | + 557

Se k >1-— %, entao [(t,,) < 0, o que é uma contradi¢ao, pois
1(t) > 0. Logo L'(y) = 0. O
A matriz jacobiana de um campo de vetores V = (V4,...,V,,) de R® em
x = (x1,...,2,) € a matriz n x n dada por:
oxq Oxy
J=1: Lo
Ve .. OVa
Oz Oy,

O resultado seguinte é uma consequéncia imediata da teoria da variedade
centro-estavel.

Proposigao 7. Se a matriz jacobiana J num dado ponto de equilibrio x possui
um auto-valor com parte real positiva, entao existern uma bola aberta A cen-
trada em x e um conjunto F' C A tal que A — F € denso em A e tal que toda
trajetoria que permanece em A para tempos positivos estd contida em F para

tempos positivos.

Prova: Pode ser encontrada na referéncia Chua et al. (1998), pagina 281, The-
orem 5.6. O

O resultado seguinte é uma consequéncia quase imediata do Teorema de
Pugh-Shub. Uma matriz é hiperbélica, quando a parte real de todos os seus
auto-valores é nao nula.

Teorema 8. Se o conjunto dos pontos de equilibrio de uwm campo V € dado
pelo eixo x1, entdo a matriz jacobiana num ponto de equilibrio é dada por:

0 k
J =
0 K
onde k é uma matriz 1 x (n —1) e K é uma matriz (n — 1) x (n — 1). Além
disso, se a matriz K ¢é hiperbdlica, entio existem uma vizinhanc¢a A da origem,
uma vizinhanca B do ponto de equilibrio e um homeomorfismo ¢ : A — B tal
que

tJO -1

¢r =coe c

ou seja, onde a dindmica do fluro nao-linear ¢; € conjugada a dindmica do

fluzo linear et
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Prova: A demonstracdo do Teorema de Pugh-Shub pode ser encontrada na
referéncia Hirsch et al. (1977), pagina 39, Theorem 4.1. O

Um ponto de equilibrio z € U é denominado estdvel quando, dada uma
vizinhanga A de z, existe uma outra vizinhanga B de x tal que ¢;(B) C A para
todo t > 0, ou seja, todas as trajetérias partindo de B permanecem dentro de

A. Um ponto de equilibrio é denominado instdvel, quando ele ndo é estavel.

tJ sdo estdveis se

Proposigao 9. Os pontos de equilibrio do fluzo linear e
todos os autovalores de K tem parte real negativa e sdo instdveis se um dos

autovalores de K tem parte real positiva.

Prova: Como a primeira coluna de J é igual a zero, segue e’ deixa a primeira
coordenada de z constante, de modo que o eixo x; é o conjunto dos pontos de
equilibrio.

Se todos os autovalores de K tem parte real negativa, vamos primeiro
mostrar que 0 é um ponto de equilibrio estavel. Podemos analisar a dinAmica
em C", pois se 0 ¢ um ponto de equilibrio estavel em C", entdo 0 é um ponto de
equilibrio estavel em R™. De fato, dada uma vizinhanca A de 0 em R™, temos
que A + Ai é uma vizinhanca de 0 em C™. Entdo existe uma vizinhanca da
forma B + Bi de 0 em C™ tal que

/(B4 Bi) =e¢"’B +e'Bi c A+ Ai

para todo t > 0, o que implica que e/ B C A para todo t. Podemos supor, sem
perda de generalidade, que J estd na forma de Jordan. De fato, existe uma
matriz invertivel P tal que PJP~! est na forma de Jordan. Logo

-1
Petly = Pet! PPy = PP Py

Como P é invertivel, segue que A é uma vizinhanca de 0 se e s6 se PA é uma
vizinhanca de 0. Segue que 0 é um ponto de equilibrio estével de e*’ se e s6 se

0 é um ponto de equilibrio estavel de e/P7P~

. De fato, dada uma vizinhanca
A de 0, existe uma outra vizinhanca B de 0 tal que e’/ B C A para todo ¢t > 0
se e 80 se dada uma vizinhanca PA de 0, existe uma outra vizinhanca PB de
0 tal que etP/P"' PB c PA para todo t > 0.

Supondo que J = D+ N, onde D é a matriz diagonal com os autovalores

de J e N é uma matriz nilpotente, temos que

otd — ot(D+N) _ ,tN ,tD
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uma vez que as matrizes D e N comutam. Como e*V tem entradas polinomias
e como e'P & a matriz diagonal com entradas e**, onde \ é autovalor de .J, segue
que a primeira coluna de e’/ é igual & primeira coluna da matriz identidade,
enquanto as demais entradas tendem para zero quando ¢ tende para o infinito,
uma vez que todos os autovalores de K tem parte real negativa. Segue entao

que existem 7' e r positivos tais que
e (B(1,0)nA)C A

para todo ¢t > T, onde B(r,0) é a bola aberta de raio r centrada na origem.

Afirmamos que existe B C B(r,0) uma vizinhanca de 0 tal que
e’Bc A

para todo t > 0. Caso contrério, existiria uma sequéncia x,, — 0 e uma
sequéncia t, € [0,T] tal que e'"’z,, ¢ A. Pela compacidade de [0,7] existe
uma subsequéncia t,, — t € [0,7], de modo que

ey, —e0=0¢ A

0 que é uma contradicdo. Dada uma vizinhanga A; de um ponto de equilibrio
(21,0,...,0), temos que A = A; — (21,0,...,0) é uma vizinhanca de 0, de
modo que existe uma vizinhanca B de 0 tal que e/ B C A para todo t > 0.

Segue que B; = B + (21,0, ...,0) é uma vizinhanca de (z1,0,...,0) tal que
e'’By = e B+ (21,0,...,0) C A+ (21,0,...,0) = A,

para todo ¢ > 0, mostrando que (z1,0,...,0) é estavel.
Finalmente, suponha que exista um auto-valor A de K com parte real
positiva e considere v um auto-vetor complexo associado nao-nulo. Temos que

J

e’v = e**v, de modo que

e"’Re v = Re (e'v) = Re (")

e também que

e’Im v = Im (e’v) = Im (e'*v)

pois €'’/ tem entradas reais. Como as entradas ndo nulas de e'*v tendem para

J

o infinito, quando ¢ tende para o infinito, segue que e‘’u, com u = Re v ou

u = Im v, tende para o infinito, quando ¢ tende para o infinito. Como v pode
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ser escolhido tdo pequeno quanto se queira, sempre existe u + (z1,0,...,0)
numa dada vizinhanca de (x1,0,...,0) tal que

e (u+ (21,0,...,0)) = e’u+ (21,0,...,0)

tende para o infinito, quando ¢ tende para o infinito, mostrando que (21,0, ...,0)
é instavel. O

O resultado seguinte é conhecido como Teorema de Routh-Hurwtiz.

Teorema 10. Considere um polinémio de grau n com coeficientes reais:
pA) = A"+ @A 4 a1 A an

Definimos a matriz n de Hurwitz usando os coeficientes a; do polinémio:

ay 1 0 0 - 0

as as aq 1 0

Hj = as a4 as a9 0
a2j—1 G2j—2 @2;-3 G254 -+ G5

onde a; = 0, para i > n. Entdo todas as raizes de p(\) possuem parte real

negativa se e so se o determinante de H; > 0 onde j =1,...,n.
Prova: A demonstracio é encontrada na referéncia bibliografica Anagnost e

Desoer (1991), todo o artigo. O

O corolario seguinte apresenta explicitamente as condi¢oes do Teorema
de Routh-Hurwtiz para os casos em que o grau do polinémio é menor ou igual
a quatro.

Proposigao 11. As condigoes Teorema de Routh-Hurwtiz sdo dadas por:

n 1, a1 >0

n = 2, ai,az3>0

n = 3, ai,as, a3 >0 e ajas > as

n 4, ai,as9,a3,a4 >0 e ajasaz > a% +a%a4

Prova: Para n = 1, temos que

det Hy = ‘al’ —a, >0
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Para n = 2, temos a condi¢ao anterior e também que

a 1
detHQ = ! = ai1a2

0 as

pois ag = 0, o que implica que az > 0, pois a; > 0. Para n = 3, temos que

ap > 0, que
det Hy = a1 =ajas —az >0
as as
e também que
az 1 O

det Hs = |ag a2 a1| = ajazas — a3 = (a1az — az)as
as a4 ag
pois a4, a5 = 0, o que implica que az > 0 e também que as > 0. Para n = 4,
temos que a; > 0, que ajas —as > 0, que
al 1 0
det H3 = |as ao ai1| = araza3 — ag — a4a% >0

as a4 as

pois a5 = 0,e também que

aiz 1 0 O
1 a1 1 0
az as a
det Hy = 3 % M = ay(—1)%det |az as a1| = as(arazaz—ai—asa?) >0
as a4 Qas ag
0 a4 ag

ay Qg A5 Q4
pois as,ag,ar = 0, o que implica que a4 > 0, que por sua vez implica que
a3z > 0 e também que as > 0. O
O corolario seguinte também é utilizado na parte principal do texto.

Corolario 12. Dado o polinémio p(\) = A3 + bA\? + cA + d e considere:

e = 14+b+c+d
eqr = 3+b—c—3d
egs = 3—b—c—3d
e3 = 1l—b4+c—d

Todas as raizes de p(\) tem valor absoluto menor do que um se e sd se eg, e1, €3, €3 >

0 e eze; > ezeg.
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Prova: Considere o seguinte polinémio

a(z) = (= 1) (” 1)

z—1

Primeiro afirmamos que todas as raizes de p(\) tem valor absoluto menor do
que um se e s6 se todas raizes de ¢(z) tem parte real negativa. De fato, temos

que a funcao

z+1
A =
z—1
z—1
= 17
(z+ )|z—1|2
P-4z —1
|z = 1J?

estd definida para |z| < 1 e tem imagem em Re A < 0, uma vez que

|22 —z+Zz-1 |2)*?—1
e =12 -1

Re

Além disso, temos que a funcao

A+

A—1

esta definida para em Re A < 0, tem imagem em |z| < 1, uma vez que

IA—1]2 A2 —(A+X)+1
A2+ A+ +1

IA+1]2

\%

e € a inversa da funcao anterior. Desenvolvendo os produtos, temos que
.3 2
q(z) = epz° +e12° + eaz + €3

Uma condigdo necesséria para que todas as raizes de p(\) tenham valor absoluto
menor do que um é que ¢g = p(1) > 0. Escrevendo

e e e
q(z) = e (23 + 2 2o 3)
€0 €o €0

o resultado segue aplicando o Teorema de Routh-Hurwtiz no cason =3. O
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Proposigao 13. Se L é wma matriz com entradas nao negativas e M é uma
matriz diagonal com entradas diagonais positivas, entdao todos os autovalores
da diferenca K = L — M tem parte real menor do que zero se e sé se todos os

autovalores do quociente LM~ tem valor absoluto menor do que um.

Prova: A demonstragio pode ser encontrada na referéncia van den Driesschea
e Watmoug (2002), paginas 33 e 34, Theorem 2. O



