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Resumo. As solugbes numéricas de sistemas de equagoes diferenciais, que mo-
delam dindmicas de populagoes, sdo importantes aliadas nas pesquisas sobre
crescimento populacional, interacoes entre espécies, propagacao de epidemias,
além de auxiliar em tomadas de decisoes vinculadas & medidas de controle
de pragas, doengas, entre outros. O objetivo deste trabalho foi estudar o
comportamento das solugées numéricas de um sistema presa-predador de in-
teragOes entre trés espécies, em fungdo de um pardmetro « contido no modelo
de interagdo entre duas presas e um predador. Para isto foram utilizados
os métodos de Euler, Euler modificado, ponto médio e Runge-Kutta cléssico;
além dos métodos Adams-Bashforth de 2 e 4 pontos e Adams-Moulton de 2 e
4 pontos. A medida que o valor de « foi aumentando, a solu¢do numérica foi
se alterando a ponto de transformar o sistema em um problema stiff. Nesta
situacao, um tratamento numérico nao adequado pode conduzir & solugoes nao

compativeis com o fenémeno bioldgico investigado.
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1. Introducao

O entendimento do comportamento de dindmicas populacionais vem
sendo cada vez mais aperfeicoado, nao s6 devido aos estudos analiticos de
sistemas de equagoes diferencias, mas também gragas aos avangos dos métodos
numéricos e técnicas computacionais. Em situagoes em que a solucao analitica
é inviabilizada, o recurso numérico faz-se indispensavel para a investigacao da
dindmica em questao, tornando-se uma ferramenta poderosa no avanco das pes-
quisas. Contudo, ao migrar do estudo analitico para o numérico, novos desafios
sao apresentados e, se nao forem tratados adequadamente, solugoes numeéricas
inapropriadas podem ser obtidas.

Neste sentido, decidiu-se investigar as solugoes numéricas de um sistema
de equagoes diferenciais, do tipo presa-predador de trés espécies, em funcao
de um pardmetro «, por meio da aplicagao de diferentes métodos numéricos.
Adiante serd possivel observar que a dinamica das populacoes é afetada com a
variagao do parametro «, mudando seu comportamento de ponto de equilibrio
estavel, passando para ciclo limite de diferentes periodicidades e chegando até
ponto atrator cadtico. Esta pesquisa é uma continuidade de um dos estudos
numéricos realizados em Garcia e Silveira (2018), que na ocasido, apenas ana-
lisou as solugoes numéricas para um sistema do tipo presa-predador de trés

espécies, quando a solucao converge para um ponto de equilibrio estavel.

2. Objetivos

Os objetivos tragados para este trabalho foram:

— Comparar métodos numéricos para equagoes diferenciais ordinarias, apli-
cados em um modelo do tipo presa-predador que descreve as interacoes

entre duas presas e um predador.

— Implementar simulagoes numéricas explorando diferentes casos possiveis,
de modo a ampliar os estudos iniciais presentes em Garcia e Silveira
(2018).

— Determinar o tipo de solucao que sera obtido para cada caso examinado.

Os detalhes da abordagem adotada na execucao dos estudos serao expli-

citados nas préximas segoes.
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3. Interacoes entre trés espécies

O modelo de equagoes diferenciais considerado caracteriza a dinamica
populacional de trés espécies, representando as interagoes entre duas presas e
um predador. A construcao do sistema é baseada no modelo presa-predador e
o problema de valor inicial (PVI) é dado por

P,
% =Py (1—0,001P, —0,001P; — 0,015P3 )
P.
ars _ P> (1—0,0015P, —0,001P; — 0,001Ps )
dt , (3.1)
P.
% = P3 (=14 aP; 4 0,0005P; )
Pi(0) = p1,, P2(0) =p2 e P5(0) =ps,

em que P; e P, sao presas que competem pelos mesmos recursos e Ps o predador
de ambas. Os valores iniciais das populagoes sdo p1,, P2, € P3,, € & é 0 parametro
que serd alterado de um exemplo para o outro. Na formulagao apresentada,
note que o encontro entre P; e Py é prejudicial para as duas populagoes. Em
Gilpin (1979) e Kot (2001) encontram-se os valores dos parametros que estdo
presentes no sistema e que descrevem o comportamento e as interagoes entre
as trés espécies.

Gilpin (1979) foi um dos primeiros trabalhos que concluiu que a evolugao
temporal do sistema de equagoes diferenciais (3.1) pode conduzir & solugées
com caracteristicas cadticas. Kot (2001) também tratou da andlise do referido
sistema, realizando estudos tedricos de pontos de equilibrio.

4. Métodos numeéricos

Nesta secao, os métodos numéricos considerados na obtencao de solucoes
aproximadas das equacées diferenciais, que a modelam dinamica populacional
das trés espécies serao exibidos. Para todos os métodos numéricos utilizados,
realizou-se a discretiza¢ao convencional do problema de valor inicial (PVI) (Bu-
chanan e Turner, 1992; Garcia e Silveira, 2018):

dx
E:f(t’x)’ tecICR ’ (4.2)
x(0) = g

emque f:IXR—Rex=ux(t),z: ] — R.
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Os métodos explicitos de passo simples aplicados no sistema (3.1) fo-
ram: método de Euler, método de Euler modificado, método do ponto médio
(Midpoint) e Runge Kutta cldssico (RK-4).

Além disso, os métodos de multiplos passos aplicados ao sistema fo-
ram: esquema de Adams-Bashforth de dois passos (método explicito), método
de Adams-Moulton de dois passos (método implicito), esquema de Adams-
Bashforth de quatro passos (método explicito) e método de Adams-Moulton

de quatro passos (método implicito).

4.1. Métodos de passo simples

Método de Euler

No esquema de Euler explicito de primeira ordem a solugao aproximada

&i+1 € definida por
§1+1:§1+hf(t1762)7 7’:0’7N_1 (43)

Método de Euler modificado

No método de Euler modificado explicito de segunda ordem a solugéo

aproximada &4 é
my = f(ti, &)
mo = f(ti+h,&+hmi) =0, ...
h
Sit1 =& + 3 [m1 + ma]

Método do ponto médio

Para o método do ponto médio de segunda ordem, também chamado de

método Midpoint, a solugdo aproximada ;1 é definida por

m1 = f(ti, &)
my = f(ti+ % &+ LEmy) , i=0,...,N—1. (4.5)
Si+1 =& + hmo

Método de Runge-Kutta classico

No método de Runge-Kutta de quarta ordem, a solugao aproximada &; 1
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é dada por
my = f(ti, &)
my = f(t; + %,& + Bmy)
my = f(ti +%,& + 2my) , i=0,...,N—1. (4.6
my = f(ti + h,& + hms)
h
i1 =& + 5 [m1 + 2mg + 2mgz + ma|

4.2. Métodos de miiltiplos passos

Método de Adams-Bashforth 2

No esquema de Adams-Bashforth explicito de dois pontos e de segunda

ordem, a solucao aproximada &1 €

i1 =6+ 5 B 6) — Flt &), =L N -1 ()

Note que &; néo estd definido em (4.7), sendo necessério obté-lo por um
esquema de passo simples. Optou-se pelo método de Euler modificado dado
pela equagao (4.4).

Método de Adams-Moulton 2

No esquema de Adams-Moulton implicito de dois pontos e de segunda

ordem (método trapezoidal implicito), a solu¢do aproximada ;11 é dada por

h
i1 =& + 3 f(tig1,&igr) + f(t3,&)], i=0,...,N — 1. (4.8)

Neste caso nao é possivel obter &;11 de maneira recursiva, sendo ne-
cessario resolver um sistema linear definido pela equagao (4.8).
Para se evitar a resolugao do sistema linear, utiliza-se a técnica de

predicao-correcao conforme segue.

Método de Adams-Moulton 2 preditor-corretor

Estima-se &1 & direita de (4.8), por um método explicito e substitui
na expressao do método implicito. O método de Adams-Moulton 2 preditor-
corretor, com predigao realizada via método de Adams-Bashforth 2, torna-se

Epred = &i + g [Bf(ti, &) — f(tiz1,8i-1)]

i =1
i1 =& + 5 [f(tiv1, Eprea) + f(ti, &)

L N—1. (49
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Método de Adams-Bashforth 4

No esquema de Adams-Bashforth explicito de quatro pontos e de quarta

ordem, a solucao aproximada &;;1 é definida por

Siv1 =& + 2Lil (55 f(ti, &) — 59f (tim1,&i—1) + 37f(ti2,&im2) — 9f(tis, &i—3)],
(4.10)

emque 1 =3,...,N —1.
Note que &1, &2, &5 ndo estdo definidas na equagdo (4.10), fazendo com
que tais valores devam ser obtidos por algum outro método. Neste estudo

utilizou-se o Runge-Kutta cldssico definido na equagéo (4.6).
Método de Adams-Moulton 4

No esquema de Adams-Moulton implicito de quatro pontos e de quarta

ordem, a solucao aproximada ;41 é dada por

§iv1 =& + % (9f (tit1s&iv1) +19f (s &) — 5f(ti1, &im1) + [(tim2, &—2)]
(4.11)
emque 1 =2,...,N—1.
De modo andlogo, para se evitar a resolucao de sistema linear adotou-se

a técnica de predigao-corregao.
Método de Adams-Moulton 4 preditor-corretor

Estima-se &;+1 a direita de (4.11), por um método explicito e substitui
na expressao do método implicito. O método de Adams-Moulton 4 preditor-
corretor, com predigao realizada via método de Adams-Bashforth 4, torna-se

Epred = &i + % [55f(ti, &) — 59f (ti—1,&i—1) + 37 (ti—2,&i—2) — 9f (ti—3,&i-3)]

CGir1=6& + 2% (9F (tir1, Eprea) + 19f (ti, &) — 5f (tim1, 1) + f(tiz2,&i2)]
(4.12)
emque 1 =3,...,N—1.

5. Simulagoes e resultados

As implementagoes computacionais foram executadas em Octave, tendo
como referéncias Garcia e Silveira (2018) e Quarteroni e Saleri (2017). Os

valores dos parametros do modelo matematico foram obtidos na literatura,
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incluindo os possiveis valores para o coeficiente «, a saber, 0,002 < a < 0,005
(Gilpin, 1979; Kot, 2001).

5.1. Exemplo 1

Para este primeiro exemplo, escolheu-se o = 0,002, tempo final ¢t = 100
e as populacoes iniciais consideradas foram p;, = 300, p2, = 300 e p3, = 50.
Em um primeiro cenério, tomando inicialmente h = 0, 25, obteve-se os gréficos

das figuras 1 e 2.

Figura 1: Soluc¢oes numéricas para Py, P> e P3. Na primeira coluna constam
os graficos obtidos via métodos de passo simples e na segunda coluna, solugoes

via métodos de miltiplos passos.
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Figura 2: Na primeira linha: planos de fase das populagoes. Na segunda linha:
a equerda, as trés populagoes no mesmo grafico, via Método de Adams-Moulton
4 e a direita, a comparacao dos métodos de passo simples com o Método de
Adams-Moulton 4.

Na figura 2, além dos planos de fase, tem-se a comparacao do Método
de Euler com os métodos de multiplos passos. Isso foi feito pois ao obser-
var os graficos das populagoes na figura 1, percebe-se que dentre os métodos
de passo simples, o Método de Euler apresentou comportamento visualmente
préximo dos métodos de miiltiplos passos. Como os métodos de multiplos pas-
sos ndo possuem grandes diferencas entre si, optou-se em fazer a comparagao

dos métodos de passo simples com o Método de Adams-Moulton 4 (figura 2).

Um segundo cendrio foi implementado alterando-se o espacamento para
h = 0,125 e mantendo = 0,002 e ¢ty = 100. As figuras 3 e 4 mostram os
resultados alcangados.
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Figura 3: Solugoes numéricas para P, P, e P3. Na primeira coluna constam
os graficos obtidos via métodos de passo simples e na segunda coluna, solugoes

via métodos de miultiplos passos.
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Figura 4: Na primeira linha: planos de fase das populagoes. Na segunda linha:
a equerda, as trés populagoes no mesmo grafico, via Método de Adams-Moulton
4 e a direita, a comparacao dos métodos de passo simples com o Método de
Adams-Moulton 4.

As simulagoes executadas no exemplo 1 mostram que & medida que se
diminui o espagamento h, as solugdes numéricas aproximam-se entre si, o que

é uma indicagao de convergéncia numérica.

O tipo de solugao obtido para o sistema (3.1) foi ponto de equilibrio
estdvel (ver figuras 2 e 4), isto é, a partir de um determinado tempo, as po-
pulagdes tendem a ficar constantes (figura 3).

Outro fato observado é que o método de FEuler manteve-se visualmente
mais préximo dos métodos de multiplos passos, inclusive para h relativamente
grande. Os métodos de multiplos passos permaneceram visualmente proximos

entre si, desde o primeiro cenario.
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5.2. Exemplo 2

Neste exemplo fizemos mudangas nos parametros usados nas simulagoes.
Para os dois cendrios considerados, tem-se o = 0,0033 e as populagoes iniciais
p1, = 200, pa, = 400 e ps, = 50. No primeiro cendrio, sejam h = 0,25 e
ty = 200.
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Figura 5: Soluc¢oes numéricas para Py, P> e P3. Na primeira coluna constam
os graficos obtidos via métodos de passo simples e na segunda coluna, solugoes

via métodos de miltiplos passos.
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Figura 6: Na primeira linha: planos de fase das populagoes. Na segunda linha:
a equerda, as trés populagdes no mesmo grafico, via método de Adams-Moulton
4 e a direita, a comparagao dos métodos de passo simples com o método de
Adams-Moulton 4.

De modo andlogo, na figura 6, além dos planos de fase tem-se a com-
paracao do método de Euler com os métodos de multiplos passos. Novamente
ao observar os graficos das populagoes na figura 5, verifica-se que o método
de Euler é o método de passo simples que teve comportamento aparentemente
préximo dos métodos de miiltiplos passos. Fez-se entao a comparacao dos

métodos de passo simples com o método de Adams-Moulton 4 (figura 6).

Um segundo cendrio para este exemplo foi implementado, alterando-se
o espacamento para h = 0,125 e mantendo o = 0,0033 e t5 = 200. As figuras
7 e 8 exibem os resultados alcangados.
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Figura 7: Solugbes numéricas para P, P, e P3. Na primeira coluna constam

os graficos obtidos via métodos de passo simples e na segunda coluna, solugoes

via métodos de miultiplos passos.
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Figura 8: Na primeira linha: planos de fase das populagoes. Na segunda linha:
a equerda, as trés populagdes no mesmo grafico, via método de Adams-Moulton
4 e a direita, a comparagao dos métodos de passo simples com o método de
Adams-Moulton 4.

Neste segundo exemplo, houve convergéncia numeérica, isto é, ao diminuir
o espacamento h, as solugoes numéricas aproximaram-se entre si.

O tipo de solugéo obtida para o sistema (3.1) foi ciclo limite duplo com
periodos préximos. O método de Euler continuou visualmente mais préximo
dos métodos de multiplos passos, que por sua vez se mantiveram visualmente
préximos entre si, apresentando uma pequena diferenca no primeiro cendrio.

Diferentemente do que ocorreu no Exemplo 1, neste caso as populagoes
nao tendem a ficar constantes mas oscilam entre dois ciclos limites. Observa-se
ainda que houve aumento na dificuldade enfrentada pelos métodos numéricos
de multiplos passos, devido a diferenga que surgiu no primeiro cenario, entre
as solucoes. No Exemplo 1, j4 no primeiro cendrio tais métodos convergiram
numericamente.

Outras mudancas nos valores dos parametros, que resultaram em ciclos

limites, foram avaliadas. Com « = 0,0036 obteve-se uma situagao semelhante,
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ou seja, a solucao numérica continua sendo do tipo ciclo limite duplo, porém

visualmente mais afastados e mais nitido.

Para o = 0,00372, populagdes iniciais p;, = 200, pa, = 300 e p3, =
50 e ty = 300, as simulacoes também mostraram que quanto mais se diminui
h, mais as solugoes aproximam-se entre si. Neste caso o tipo de solugao en-
contrado foi ciclo limite quadruplo. O método de Euler ficou visualmente mais
préximo dos métodos de multiplos passos, mas sugerindo cinco ciclos. Métodos

de multiplos passos apresentaram uma pequena diferenca no primeiro cenério.

Os testes realizados até aqui, para este exemplo, mostram que as solugoes
numéricas podem ser do tipo ciclos limites duplos ou quadruplos. Vale ressaltar
que em sistemas de Lotka-Volterra e Holling-Tanner cléssicos, tem-se apenas
ciclos limites simples (Gasull et al., 1997).

Tomando o = 0,004, valores para as populagoes iniciais p;, = 200,
P2, = 300 e p3, = 50, espacamento h = 0,2 e ty = 300, as solucoes
numéricas revelaram convergéncia numérica, isto é, quanto mais diminui h,
mais as solugoes se aproximam. Além disso, o tipo de solugdo obtido mos-
trou uma transicao entre ciclo limite e atrator cadtico. O método de Euler
permaneceu visualmente mais proximo dos métodos de multiplos passos até
t = 150.

5.3. Exemplo 3

Para este exemplo, escolheu-se o = 0,0055, valores para as populacoes

iniciais p1, = 200, pz, = 300 e p3, = 50, espacamento h = 0,125 e t; = 600.

As figuras 9 e 10 ilustram os resultados encontrados.
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Figura 9: Solugoes numéricas para P, P, e P3. Na primeira coluna constam
os graficos obtidos via métodos de passo simples e na segunda coluna, solugoes
via métodos de miultiplos passos.
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Figura 10: Na primeira linha: planos de fase das populacoes. Na segunda linha:
a equerda, as trés populagoes no mesmo grafico, via método de Adams-Moulton
4 e a direita, a comparagao dos métodos de passo simples com o método de
Adams-Moulton 4.

Embora as figuras 9 e 10 apresentem os resultados obtidos ao se adotar
h = 0,125, outros testes foram realizados e observou-se convergéncia numérica,
desde que haja diminui¢do consideravel do espacamento h. O tipo de solugao
atingida foi atrator cadtico, isto é, no plano de fase os ciclos nao se repetem.

O método de Euler, até ¢t = 150, novamente ficou visualmente mais
préximo dos métodos de multiplos passos. Entretanto, apenas os métodos de
miultiplos passos do tipo Adams (de 4 passos), estdo visualmente préximos
desde o primeiro cenério.

Encerrada a exposicao dos resultados das simulagoes numéricas execu-
tadas, algumas observactes importantes sao necessarias.

Ao considerar todas as trajetérias dos métodos de passo simples, destaca-
se que o método de Euler foi o que apresentou maior proximidade visual com
as trajetorias dos métodos de Adams, mesmo o método de Euler possuindo

ordem de convergéncia menor. Em geral, espera-se que métodos explicitos de
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maior ordem de precisao viabilizem solucoes mais proximas da solucao analitica,
para um mesmo h e isto nao aconteceu com os métodos explicitos aplicados ao
modelo presa-predador classico estudado.

A literatura aponta um caminho que leva ao conceito de problema rigido
(stiff problem). Embora o conceito de problema rigido seja impreciso e nao te-
nha uma definigao rigorosa, é comum considerar como stiff problems aqueles
problemas nos quais os métodos explicitos nao trabalham bem ou produzem
resultados inesperados (Garcia e Silveira, 2018). Esse fato foi constatado nesta
pesquisa. Em situacoes como a descrita, nao se pode levar em consideragao ape-
nas ordem de convergéncia. Outros fatores sao importantes tais como, regiao
de estabilidade, se o sistema é periédico e a diferenca entre as magnitudes dos

autovalores associados (Ornhag, 2015).

6. Conclusoes

O propdésito deste trabalho foi estudar as solugoes numéricas do sistema
de equacoes diferenciais, do tipo presa-predador, que modela as interagoes entre

trés espécies - duas presas e um predador.

Os resultados apontaram diferentes perfis de solugoes possiveis. Desde
ponto de equilibrio estavel, passando por ciclos limites até solucoes do tipo
atrator cadtico foram encontradas. Além disso, & medida que o valor de «
aumenta, os exemplos tornam-se mais complexos do ponto de vista numérico.
No inicio, os métodos de multiplos passos mostraram solucoes numéricas bem
préximas. Mas para valores maiores de «, esses métodos apresentaram dificul-
dades na aproximacao das solugoes. Nestes casos, aproximagoes satisfatorias
sao alcancadas a partir da diminuicao consideravel do espacamento h. Contudo,
apesar da complexidade, houve evidéncias de convergéncia numérica.

Entre os métodos de passo simples, o método de Euler foi o que vi-
sualmente ficou mais proximo dos métodos de multiplos passos. Essa carac-
teristica evidencia-se quando métodos numeéricos explicitos sao usados na busca
de solugoes para problemas stiff. Logo, conforme ja comentado, resultados ines-
perados podem ocorrer.

Desse modo, pode-se concluir que nem sempre um método de maior
ordem tem melhor performance quando comparado com um método de menor

ordem.
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