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Resumo. A varicela e o herpes-zéster sdo doengas comuns no Brasil. Em ge-
ral, ndo sdo consideradas letais, mas geram um custo elevado quando o infec-
tado necessita de algum tipo de tratamento, além do risco de morte. Portanto,
neste trabalho, um modelo matematico é proposto para determinar uma es-
tratégia de controle adequada com custo 6timo para o combate a varicela, onde
considera-se o controle por vacinagao da populagao e para a dinamica a relacao
entre a varicela e a herpes-zdster que possuem o mesmo agente causador o virus
varicela-zdster. A teoria de controle étimo é utilizada para minimizar os custos
gerados com o tratamento e internagoes dos infectados com varicela e, ou, com
herpes-zdster, assim como toda a logistica que uma campanha de vacinacao
necessitaria. O modelo matemédtico que descreve a dinamica do virus na po-
pulagdo com vacinagao é baseado em equagoes diferenciais ordinarias, que sdo
as restrigdes sob as quais minimizamos o funcional custo. Ao vacinar apenas
1% da populagéo verificou-se vantagens financeiras além de diminuir o nimero

de infectados e, consequentemente, a perda inestiméavel de vidas humanas.
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1 Introducao

A varicela causada pelo virus varicela-zoster e popularmente conhecida
como catapora no Brasil é uma doenga infecciosa, muito comum na infancia.
Embora a catapora seja mais comum em criangas entre um e dez anos ela pode
ocorrer em pessoas suscetiveis de qualquer faixa etaria. A doenca se manifesta
por meio de febre e aparecimento de vesiculas (bolhas) com contetido claro
e bordas avermelhadas na pele do corpo, que cocam. Ainda que a doenca
se manifeste de forma fraca ela confere ao individuo imunidade permanente
(Castineiras et al., 2003).

Ainda segundo Castifieiras et al. (2003) a doenga é altamente trans-
missivel e cerca de 90% dos individuos suscetiveis que convivem com uma pessoa
infectada manifestarao a doenga. A transmissao do virus é dada principalmente
pelo contato direto entre individuos suscetiveis e individuos infectados através
da secrecao respiratéria (goticulas de saliva, espirro, tosse) ou pelo contato di-
reto com o liquido das vesiculas. E possivel ainda a transmissao da varicela
durante a gestacao através da placenta, podendo levar a defeitos congénitos no
bebé, segundo Fiocruz (2015). Na grande maioria dos casos o préprio sistema
imunolégico controla a replicacao viral e o individuo evolui para a cura da
doenca, mesmo sem tratamento especifico. Contudo, os mecanismos de defesa
nao eliminam completamente o virus, e o agente infeccioso permanece latente
no organismo por toda a vida (Fiocruz, 2015).

Uma doenca secundaria decorrente da reincidéncia tardia do virus que
permanece latente no organismo é a herpes-zoster, também conhecida como
cobreiro. Esta, por sua vez é mais comum em adultos e, segundo Fiocruz (2015),
representa risco a pacientes imunocomprometidos ou portadores de doencgas
cronicas. O virus permanece latente nos ganglios préximos a coluna vertebral e
quando encontra condigoes favoraveis de desenvolvimento, geralmente quando
o sistema imunolodgico fica enfraquecido, o virus reativa-se e chega & pele através
dos nervos correspondentes ao ganglios. Os primeiros e dolorosos sintomas da
doenga sao formigamentos, pele sensivel ou queimagao no musculo devido a
inflamagao do nervo. Em alguns casos, especialmente em pessoas idosas, esse
quadro pode se agravar causando dores insuportaveis principalmente quando
atingem pessoas idosas até, ou apds, o final do quadro cutaneo caracterizando
a neuralgia pds-herpética. Este quadro cutaneo se caracteriza pela formagao
de bolhas seguindo o trajeto de um nervo, limitam-se a um lado do corpo

por onde passa o nervo atingido. A herpes zdster tem quadro pleomorfico
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(isto é, a ocorréncia de duas ou mais formas estruturais durante o ciclo de
vida), causando desde doenca benigna até outras formas graves, com éxito
letal (Ferreira, 2015).

Uma pessoa suscetivel pode vir a adquirir varicela por contato com do-
ente de qualquer uma das formas: varicela ou herpes-zéster. Dependendo da
condicao do hospedeiro a internacao hospitalar pode ser necessaria gerando um
alto custo. Uma das medidas que vem sendo utilizada na prevenc¢ao da varicela
é a vacinacao da populagao.

Com base na importancia da vacina para o controle da varicela e con-
sequentemente a melhora na qualidade de vida das pessoas, o estudo de um
modelo que descreve a dinamica da varicela e leva em consideragao o processo
de vacinagao dos individuos.

No entanto, uma questao importante que os gestores piblicos levam em
consideragao num contexto de vacinagao é o custo que essa agao gera ao pais
em contrapartida com os custos advindos de tratamentos a base de drogas
e internacoes hospitalares quando nao se aplica nenhuma acao de controle.
Sendo assim, nosso principal objetivo ao sugerirmos a vacinagao da populagao
como medida de controle contra a varicela é encontrar estratégias de vacinagao
eficazes ao controle da doenca minimizando os gastos gerados por essa agao

juntamente com os gastos no tratamento dos individuos infectados.

2 Modelo matematico

De acordo com a dinamica da varicela e da herpes-zoster consideramos a
populagao total de humanos no tempo, NV, subdividida em seis classes distintas:
S suscetiveis,
vacinados,
infectados por varicela (catapora),

recuperados da varicela,

<

infectados por herpes-zdster (cobreiro) e por fim

=vER v

. individuos recuperados da herpes-zéster.

Dai, em cada instante de tempo, t, temos
N=S+V+I,+R,+IL+R,

Para o nosso problema vamos considerar a populagao total constante no periodo
de observagao, pois estratégias de vacinagao sao definidas por gestores publicos
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que possuem um tempo definido para poderem atuar, o periodo do mandato

do gestor.

2.1 Modelo da dinamica

Vieira et al. (2020) propoem uma descri¢ao da dindmica do virus varicela-
zoster na populagao considerando a varicela e a herpes-zdster e provam que
ambas possuem um comportamento periddico tendo uma frequéncia de apro-
ximadamente 3 anos. J& Shulgin et al. (1998) realizam um estudo sobre um
modelo epidémico considerando vacinagao. Assim, baseados nesses dois traba-
lhos propomos um modelo matematico que consiste em equacoes diferenciais
ordinarias acopladas para a dinamica do virus varicela-zdéster na populagao

humana e com uma estratégia de controle, a vacinagao, dado por

ds
dV
dl,
dt = _:U/Iv - ’71)[1) + (kllv + k2lz) (S + UV) (1>
dR,
= I —_ —
dt Yodv QR'U /JRU
dl,
dt = OZRU - 'YzIz - /L[z
dR,
= zIz - 2
R

onde ¢ é a taxa de vacinacao em cada instante de tempo, p é a taxa de na-
talidade/mortalidade naturais, k1 e ko s@o as taxas de infec¢do por um in-
dividuo com varicela e com herpes-zdster, respectivamente, o é a probabilidade
de alguém vacinado desenvolver varicela, § é a taxa em que a vacina deixa
de fazer efeito, no caso, aproximadamente depois de dez anos, 7, e v, sao as
taxas de recuperagao dos individuos infectados por varicela e por zoster, res-
pectivamente, e a é a taxa em que individuos recuperados da varicela passam
a desenvolver a herpes-zoster. Todos os parametros citados sao positivos.

Explicitada a dinamica do virus varicela-zoster na populagao, daremos
atengdo agora aos custos gerados pela prevengdo (vacina) e tratamento dos
individuos infectados pelo virus.
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2.2 Controle 6timo

Sejam ¢; o custo de tratamento para cada individuo infectado por vari-
cela e ¢o 0 custo do tratamento para cada individuo infectado por herpes-zéster
por unidade de tempo. Logo o custo total para se tratar tanto individuos in-

fectados por varicela quanto por zéster é dado por
e Ly (t) + eI, (). (2)
Sendo o custo da vacina dado por c3, entao
c3(t)S(t) (3)

é o custo com a vacinacao da populacao a cada instante de tempo ¢t. Conside-
ramos também o termo quadratico c;¢?(t) que é introduzido na equacio para
indicar os custos nao-lineares potencialmente decorrentes em niveis de inter-
vencao elevados (Wang e Modnak, 2011). Sendo assim, o custo total por uni-
dade de tempo com os gastos referentes ao tratamento e prevencao da doenga

em questao é dado por:
c1ly(t) + oL (8) + e3p(t)S () + cad® (1) (4)

A fim de otimizar os gastos com a prevencgao e tratamento das doencas
causadas pelo wvaricela-zéster precisamos minimizar, sob as restrigcoes explici-

tadas em (1), o seguinte funcional objetivo:

T
J(6,d) = /O (e Lo(t) + calu(8) + csb()S() + cad® ()] e dt (5)

onde d expressa o dia de inicio da vacinacdo e ¢(t) = 0 quando ¢t < d. Em (5),
e~ "t é um termo econdmico usado para transformar valores correntes em valores
presentes e r é a taxa de desconto, nesse caso, constante. Sendo a populagao

total constante temos que
R.=N-(S+V+I,+R,+1,)

em cada instante de tempo t. Podemos, dessa forma, desconsiderar a restrigao

dR,
=~,I, — uR,.
=" I

Lembrando que min{J} = —max{—J}, nos atentaremos em encontrar

o max{—J} e para tanto usaremos o Principio do Méximo de Pontryagin (Fer-
reira, 2015; Lenhart e Workman, 2007). Sendo assim, o funcional objetivo que
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desejamos agora maximizar passa a ser:

T
J(¢,d) :/O el (t) + col.(t) + csp(t)S(t) + cad(t)® ] e dt.  (6)

Primeiramente vamos encontrar o Hamiltoniano do valor presente (valor

atual do investimento que serd feito), que nesse caso serd dado como se segue:

H=— (cil, + col. + c30S + cad® ) e

ds av dl, AR, L,
+)\SE+)\VE+)\IUE+)\RUW+)‘LE’ (7)

onde A\., com 7 = S,V,I,,R, e I,, sdo as varidveis adjuntas. Usaremos o
Hamiltoniano do valor corrente (ou seja, expresso exatamente com os dados da
época) que é dado por:
g = - (CIIv + C2IZ + 63¢S + C4¢2>

+ As[uN = (ki + keL.)S — ¢S — S + BV

+ M [6S — (ki + ko L)V — pV — BV ]

+ A1, [ = plo = lo + (ki Ly + ko L) (S + o V)]

+/~\Rv[’7vIv _aRv _,URU] +5\Iz[aRv _'VzIz _,UIZ]u (8)
onde H = e H e \, = e\, .

Como sabemos que

OH

d\,  OH Ay o v s
= T R B ©)

entdo, como pode ser visto em (Ferreira, 2015; Lenhart e Workman, 2007),

as equacoes adjuntas que o controle 6timo ¢* e os estados associados S*, V*,
Iy, Ry e I7 devem satisfazer, sao dadas pelo seguinte sistema de equagoes
diferenciais
d\g
dt
d\y
dt

=As(r+kily + kol + ¢+ ) = Avp— A, (kL + kol ) + c36

= -XsB+Av(r+okil, +okol, + i+ B) — Ao (ki + kol

= = A, (1= k1S —k1oV + g+ ) + As (k1S) + Ay (kioV) + e

' :XRU(T+M+Q)—5\1204 (10)
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dtz = 5\[2 (’)" + 1% +'Yz) + S\S(kQS) + S\V(kQO'V) - S\I,, (kQS + k2(TV) + Co

que satisfazem as condigoes de transversalidade A (T") = 0.
O conjunto de solugbes admissiveis, ou controles admissiveis, para um

dado valor de d pode ser expresso por:

P(d) = {6(t) | 0<6(t) < b 6(8) =0, Yt <d}, (1)

onde o termo ¢, denota a taxa maxima de vacinacao possivel a cada instante
de tempo. Esse limitante é devido a fatores externos, bem como transporte,
armazenamento das vacinas e ainda a dificuldade efetiva de se vacinar um
nimero muito grande de pessoas por dia. Sendo

OH < .

3745 = ( —C3 — As(t) + )\V(t) )S(t) - 204¢(t)’
a condigdo de otimalidade abordada em (Ferreira, 2015; Lenhart e Workman,
2007), nos da:

aﬁ_] - B _cd—j\s(t)‘i‘)\V(t)
5= 0 = o) = 24 o0
N 0 < —C3 — 5\S(t) + S\V(t) S(t) < ¢maX?
2(24
OH
T <0 = ¢(t)=0 "
= 0> ( —c3—As(t) +Av(t))S(t),
OH
% > 0 = ¢(t) = dmax

= 0<(—c3—As(t) +Av(t))S(t) + 2ciPmax-

As inequagoes (12) explicitam a solucdo analitica do nosso modelo visto
que nosso controle e estados associados satisfazem as condigGes necessarias para
ser considerado 6timo segundo (Ferreira, 2015; Lenhart e Workman, 2007). No
entanto, devido & nao linearidade dos nossos sistemas de equacoes, para uma
melhor andlise da dinamica do nosso problema de controle étimo, precisamos
resolvé-lo também numericamente. Para realizar tais simulagoes numéricas uti-
lizamos também o método Forward-Backward Sweep, que pode ser encontrado
em Lenhart e Workman (2007), no Capitulo 4, p. 49-56.
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3 Simulacoes

Para realizar as simulagoes numéricas lancamos mao aos parametros de
(Vieira et al., 2020) incluidos na Tabela 1, veja Anexo A. Para as primeiras
simulagoes consideramos que o primeiro surto de varicela na populacao se ini-
ciou sem a aplicacao de qualquer estratégia de controle, no caso, sem vacinagao.
Depois com uma vacinagao constante. As condigoes iniciais (CI) para o inicio
da varicela sdo dados por

5(0)=0,999, V(0)=0, I,(0)=0,001, R,(0)=0 e I.(0)=0. (13)

Consideramos também cendrios a longo prazo, nesse caso o virus é considerado

estabelecido na populagao, o que é refletido por essa outra escolha das CI
S(0)=0,18, V(0)=0, I,(00=0, R,(0)=0,49 e I.,(0)=0,001 (14)

Em ambos os casos consideramos que a populacao total é unitaria N = 1 para
todo o tempo.

3.1 Avaliando a vacinagao
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Figura 1: Simulagdo das populagées sem vacinacdo (grafico superior) e

com vacinagao (gréafico inferior).

A Figura 1 compara a evolugao das polucoes com e sem vacinagao. No

grafico superior temos o resultado da simulagao sem considerar vacinagao, ou
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seja, » = 0 no modelo (1). Consideramos ainda os parametros da Tabela 1,
as CI (13) e 100 dias de simulagao, pois, em geral, os surtos de catapora sao
recorrentes no inverno (Ferreira, 2015). Note que devido a for¢a de infeccao
rapidamente a varicela se espalha e atinge praticamente toda a populacao,
tendo um pico de infectados superior a 0,5. J& no gréafico inferior sao utilizados
as mesmas CI e pardmetros, mas é vacinada continuamente 1% da populacao,
note que agora o pico de infectados por varicela ocorre praticamente no mesmo
periodo, mas com uma intensidade inferior a 0,5. Logo a vacinagao trouxe

beneficios a populacao.
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Figura 2: Comparacao da populacao de infectados por varicela sem va-
cinagao (gréfico da esquerda) e com vacinagao (grafico da direita).
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Figura 3: Comparacao da populacao de infectados por varicela sem va-
cinagdo (grafico da esquerda) e com vacinagao (grafico da direita), cada

unidade de tempo corresponde a 70 anos.

Na Figura 2 sao exibidos os comportamentos da populagao de infectados
com varicela, I,,, considerando um cendrio onde a doenga jé esta estabelecida,
CI (14), em dois cendrios quando nao se toma nenhuma medida de controle,
gréfico da esquerda, e quando se vacina 1% da populagao de suscetiveis a cada

instante de tempo, grafico da direita, num periodo de 400 dias. Assim, temos
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novamente que a vacinagao ¢ um meio eficiente de controle.

Agora considerando as mesmas CI e parametros das simulages que de-
terminaram a Figura 2, obtemos a Figura 3, temos os graficos da variagao do
ntumero de infectados por varicela e por herpes-zéster, considerando o virus ins-
talado na populacdo, quando nao se toma nenhuma medida de controle, grafico
da esquerda, e quando se vacina 1% da populacao de suscetiveis a cada ins-
tante de tempo, gréfico da direita. Neste caso, utilizamos as CI dadas em (14),
além de ¢ = 0,01 e os parametros da Tabela 1. Assim, verificamos novamente
que a vacinagao traz resultados positivos uma vez que a populagao vacinada a
uma taxa de 1% tem como maior pico da varicela o valor de aproximadamente
1,6 x 1073, veja Figura 3 a direita, enquanto que se a populacdo nio for vaci-
nada o maior pico atinge o valor de 3 x 1073. Este comportamento periédico
da doenca a longo prazo é verificado matematicamente por Vieira et al. (2020).

Portanto, vemos a importancia de recorrer a vacinagao como uma es-
tratégia de controle da doenga. Mas, qualquer estratégia gera um custo. Como
0S recursos sao escassos e gerir a saude publica de forma eficiente é critico.
Utilizamos a teoria de controle 6timo para definir as condi¢oes necesséarias e
suficientes para minimizar os custos da vacinacao e tratamento de individuos
infectados com varicela ou com herpes-zoster, restrita as condigoes dadas no

sistema (1), conforme exposto na Secao 2.2.



Estratégias de Vacinagao na Dinamica da Varicela

3.2 Controle 6timo
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Figura 4: Evolugao do custo total e das populagoes S, Iy e I, em uma

regiao sendo infectada pela primeira vez. Nesse caso o custo total apds

100 dias foi de R$ 76.757,00.
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Figura 5: Evolucao do custo total e das populagoes S, Iy e I, em uma

regiao onda a doenca ja é endémica. Nesse caso o custo total apds 100

dias foi de R$ 14.043,00.

Para as simulagoes de Controle Otimo consideramos alguns valores fic-

ticios para o custo de internacoes e vacina baseados em dados reais do sistema
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privado de saide, que sao exibidos na Tabela 2, veja Anexo A, onde levamos
em considerag@o que a herpes-zdster é mais comum em adultos e mais graves
em pacientes imunocomprometidos ou portadores de doencas cronicas, o que
leva ao um custo mais elevado de tratamento e internacées comparando com a
catapora. Consideramos que a vacinagao tem inicio quando surgem os primei-
ros casos de varicela, numa populagao livre da doenga, veja os resultados na
Figura 4. Os resultados de quando consideramos a vacinagao numa populagao
onde a varicela ji estd estabelecida estao exibidos na Figura 5. No primeiro
grafico, acima, da Figura 4 temos o custo total de R$ 76.757,00 considerando
o tratamento dos individuos infectados com varicela ou com herpes-zéster e a
vacinacao de 1% da populacao; e seguem as dindmicas das populagoes de S,
Iy e I, nos graficos abaixo. Comparando estes resultados com os exibidos na
Figura 5, vemos uma queda nas populagoes I, e I, e uma consequente queda

no custo total que passa a ser de R$ 14.043,00.

4 Conclusoes

Foi possivel observar por meio das simulagées do modelo (1) que a
aplicacao de uma estratégia de vacinacao constante de 1% da populagao é uma
acao favordvel ao controle da doenga, pois diminui a quantidade e intensidade
do nimero de infectados a curto prazo e a longo, diminuindo expressivamente
os picos dos surtos de varicela. Pela modelagem podemos estimar os custos
gerados por adotar esta estratégia. Nas Figuras 4 e 5 exibimos os resultados
das simulagoes indicando o custo total gasto com prevencao e tratamento de
individuos infectados em dois contextos, no inicio de um primeiro surto e apds
o estabelecimento da doenga na populagao. Verificamos assim que num pri-
meiro momento os custos sao altos, mas com o passar do tempo a vacinagao a
1% controla de certa forma a doenca e os custos caem, de R$ 76.757,00 para
R$ 14.043,00, considerando uma populagao de 5000 individuos e um periodo
de 100 dias (visando o periodo do inverno). Este resultado nos indica que
esta estratégia é interessante se utilizada em um longo periodo de tempo, ou
seja, que num primeiro momento os gastos sao altos, mas que a longo prazo
(campanha anual de vacinacdo) a populagio estard mais protegida e o gestor
terd um gasto menor. Assim, atingimos nosso objetivo de reduzir o nidmero
de individuos infectados juntamente com os custos gastos com a vacina e in-

tervengoes hospitalares explicitando uma possivel estratégia de vacinagao a ser
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tomada nessas circunstancias, no caso foi vacinar 1% da populagao. Mas, bus-
camos ainda comparar os custos com e sem vacinagao usando dados reais e nao
somente estimativas e responder: se existe o melhor dia para se iniciar a va-
cinacao ou se o melhor dia é sempre, de fato, o primeiro dia quando se detecta

a presenca de infectados independente de sua quantidade.
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A Parametros utilizados

Incluimos nesse apéndice as tabelas com os parametros usados para a
simulagao do modelo epidemiolégico e os valores estimados para o calculo dos

custos.
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Tabela 1: Parametros, fonte (Ferreira, 2015).

Parametro Simbolo Valor
Populagao Total N 1

Taxa de natalidade e mortalidade naturais 1 1/(71 x 360) dia™*
Taxa de infeccao por varicela k1 0,899

Taxa de infeccao por herpes-zdster ko 9,99 x 10°
Taxa na qual a vacina falha em seus efeitos B 1/3650 dia™!
Taxa de recuperacao da varicela Yo 1/7 dia™!
Taxa de recuperacao da herpes-zéster Y 1/21 dia™!
Taxa onde R, torna-se I, @ 1/(50 x 360) dia™*
Probabilidade de alguém vacinado desen- o 3%

volver a doenga

Custo no tratamento de individuos infec- c1 0,5
tados por varicela

Custo no tratamento de individuos infec- Co 0,8

tados por herpes-zéster

Custo da vacinagao c3 0,01
Custo da hospitalizagao cy4 0,2
Taxa de desconto r 0,045% dia™*

Tabela 2: Valores estimados de acordo com o sistema privado de saude.

Parametro Simbolo  Custo em reais
Tratamento de infectados por varicela c1 100
Tratamento de infectados por herpes-zéster Co 300
Vacina c3 20

Logistica cy 50




