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Resumo. Neste trabalho estudamos um modelo presa-predador, considerando
inicialmente retardo na populagdo das presas que beneficia a biomassa dos
predadores. Em seguida, estudamos a estabilidade desse novo modelo com
retardo. Construimos um segundo modelo que também considera retardo no
crescimento das presas e o estudo da estabilidade nessa outra situagao. Por
fim, usamos a nogao de numero fuzzy para modelar possiveis incertezas no
parametro que representa o retardo nos modelos estudados. Encerramos o

artigo fazendo andlises do modelo fuzzy obtido.
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1. Introducao

As equagoes diferenciais com retardo modelam fenémenos que envolvem
um lapso de tempo entre causa e efeito. Do ponto de vista das aplicacoes, o
interesse destas equagoes estd no fato que muitos fené6menos naturais, nota-
damente biolégicos, tém a necessidade de se considerar periodos de incubagao
ou de gestagdo correspondendo a um retardo temporal entre causa e efeito
(Volterra, 1928). Desta forma, para estes fendmenos, modelos descritos por
equagoes com retardo temporal sao considerados adequados.

Nos modelos descritos por equacgoes diferenciais com retardamento, em
muitos casos, o retardo é um parametro incerto. No estudo da dinamica do

HIV, tradicionalmente, tais incertezas tém sido modeladas por meio de métodos
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estatisticos. Mittler et al. (1998) assumem que o retardo é dado por distribuicao
de probabilidade. No entanto, nas tltimas décadas, também a teoria dos con-
juntos fuzzy tem contribuido significativamente na modelagem matematica de
fenomenos incertos. Esse é o caso do estudo sobre a dinamica do HIV, feito em
(Jafelice et al., 2014), em que o retardo é modelado como sendo um parametro
fuzzy.

Neste trabalho, estudamos o modelo presa-predador incorporando re-

tardo fuzzy em cada equacao do sistema presa-predador clédssico.

2. Objetivos

O famoso modelo de Lotka-Volterra de interagao presa-predador é (Bas-

sanezi e Ferreira, 1988):

d]\:ilt(t) = biN1(t) — a12 N1 (1) N2 (?)
(2.1)
d]\c[;t(t) = —baNa(t) + ao1 N1 (t)N2(t), b >0 e ag; > 0.

em que N7 é o numero de presas, No é o nimero de predadores, b; é a taxa
de crescimento das presas, a2 é a taxa de conversao (correlacionada com a
probabilidade de captura da presa), bs é a taxa de mortalidade do predador
e ao1 € a taxa de conversdo do alimento em predador. No modelo classico
presa-predador de Lotka-Volterra (2.1) o efeito dos predadores sobre as presas
é essencialmente instantaneo. Pretendemos estudar os modelos presa-predador
modificados assumindo que em muitas interacoes entre espécies a resposta do
predador pode ser atrasado com relacdo ao contato com a presa. Também,
podemos considerar retardo em relagao ao periodo de gestacao das presas.
O objetivo deste trabalho é:

e Estudar a estabilidade do modelo presa-predador quando consideramos

retardo na conversao da presa em alimento do predador;

e Estudar a estabilidade do modelo presa-predador quando consideramos
retardo no crescimento das presas e na sua conversao, como alimento em

predador;

e Considerar nos dois modelos estudados anteriormente, o retardo como

um parametro fuzzy.
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3. Fundamentacao tedrica das equacoes diferen-

ciais com retardo

Consideremos o espaco vetorial n-dimensional R™ sobre os reais com
norma euclidiana || - ||, C([a,b],R™) é o espago de Banach das aplicacoes ¢ :
[a,b] — R™ continuas, munido da norma do supremo e r > 0 um ntmero real
dado.

Seja [a,b] = [-r,0] e C = C([-r,0], R™), cuja norma de um elemento
¢ € C é dada por:

l6l = sup [16(0)].
—r<6<0

Definicao 1 Sejam 7 € R, A>0ex € C([r—r,7+ A],R") = C. Para cada
t € [r, 7+ 4], definimos a fun¢io x; € C por:

z4(0) = x(t + 0),
sendo —r < 0 <0 (Hale, 1971).

Definigao 2 Sejam D C R x C, f: D — R uma fun¢do, “’representando a

derivada a direita em relacao at. A equacdo

z(t) = f(t,zy) (3.2)

€ dita uma equagdo diferencial funcional com retardamento sobre D e serd
denotada por EDFR. Se desejarmos enfatizar que a equagao € definida por f,
escrevemos EDFR(f).

A equagdo (3.2) inclui como caso particular, as equagoes diferenciais

ordinarias. Basta para isto tomar r = 0.

4. Fundamentacao tedrica dos conjuntos fuzzy

Um subconjunto fuzzy F do conjunto universo U é definido em termos de
uma funcao de pertinéncia u que a cada elemento x de U associa um nidmero
u(x), entre zero e um chamado de grau de pertinéncia de = a F. Assim, o
conjunto fuzzy F ¢é simbolicamente indicado por sua funcao de pertinéncia
(Barros e Bassanezi, 2010)

up U —0,1].
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Os valores uy () = 1 e uy (z) = 0 indicam, respectivamente, a pertinéncia
plena e a nao pertinéncia do elemento x a F .

E interessante notar que um subconjunto classico A de U é um particular
conjunto fuzzy para o qual a fungao de pertinéncia é a fungao caracteristica de
A, isto é,

uas U —>{0, 1}.

Suporte de um conjunto fuzzy F sao todos os elementos de U que tém
grau de pertinéncia diferente de zero em F e denotamos por supp(f ). Se F for
um conjunto em R, seu suporte é um intervalo fechado [a, b].

Sejam X e Y conjuntos e f uma aplicagao de X em Y: f: X — Y.
Seja A um conjunto fuzzy em X. O Principio de Extensao de Zadeh afirma
que a imagem de A pela fungdo f é um conjunto fuzzy B = f(A4) em Y, cuja

funcao de pertinéncia é dada por

up(y) = swp wala). (4.3)
{z:f(x)=y}

O Principio de Extensao de Zadeh pode ser descrito da seguinte forma:

e O grau de pertinéncia de um valor do contradominio é definido direta-

mente pelo grau de pertinéncia de sua pré-imagem.

e Quando um valor do contradominio é mapeado por varios do dominio, o
seu grau de pertinéncia é obtido pelo sup dos graus de pertinéncia dos

valores da entrada.

5. Modelo presa-predador com retardo na equagao

dos predadores

O primeiro modelo presa-predador com retardo estudado é dado por:

d]\;lt(t) = b1 N1(t) — a12N1 () Na(t)
(5.4)
d]\;Qt<t) - —bQNQ(t) + a21N2(t)N1 (t _ T)

em que T' > 0 é o retardo.
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5.1. Estudo da estabilidade
Os pontos de equilibrio de (5.4) sdo P = (0,0) e P, = (%, ;‘—112), 0s

mesmos pontos de equilibrio do sistema (2.1).
De fato: Supondo que N* é um ponto de equilibrio de uma equagao
N(t—s)

para qualquer ¢ e s. Logo, N* é ponto de equilibrio de uma equacao diferencial

diferencial sem retardo entdo N* = N(t) para todo ¢, ou ainda, N*

com retardo em V.

O sistema de equagoes diferenciais com retardo (5.4) é quase linear e

podemos estudar a estabilidade dos pontos de equilibrio através da matriz

b2 by 5 equagdo obtida para os

jacobiana. Para o ponto de equilibrio P, = (a21 e

autovalores é:

A 4 bibaB=0 (5.5)

dN, (t—T)

sendo 8 = = A

e Se 8 < 0 entao os autovalores sao reais com sinais contrérios, logo, P, =

(L2 by & ponto de sela.
az1 a1

e Se 8 > 0 os autovalores sdo complexos puros, logo, P, é centro.

A figura 1 apresenta o gréfico da solugao deterministica do sistema (5.4)
com T =1, com as condigdes iniciais N1(0) = 15 e N3(0) = 5; e com os valores
dos parametros by = 0.1, by = 0.05, a12 = 0.01 e ao; = 0.001.
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Figura 1: Grafico da solugao do sistema (5.4) com T = 1.
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6. Modelo presa-predador com retardo fuzzy na

equacao dos predadores

O modelo presa-predador com retardo fuzzy na equagao dos predadores

é dado por:
d]\;lt(t) = b1 N1(t) — a12N1(t) Na(t)
(6.6)
dN;t(t) = —byNo(t) + an Na(t)Ny (t — T)

com T sendo um nimero fuzzy triangular apresentado na figura 2.

A partir da solugdo numérica da equacao diferencial com retardo (6.6),
consideramos o retardo T' como um parametro fuzzy triangular, ilustrado na
figura 2.

01 1 1.9
retardo (T)

Figura 2: Parametro fuzzy (7).

A funcao de pertinéncia de T'= (0.1;1;1.9) é dada por (Barros e Bassa-
nezi, 2010):

0 se T <0.1
(T -0.1 01<T<1
ur(T) = 019( ) se = (6.7)
55T —19) se 1<T<19
0 se T>19

O suporte do ntimero fuzzy é dado por [0.1,1.9]. A figura 3 apresenta
a solucdo numérica do sistema (6.6), obtida atrdves do Principio da Extensao
de Zadeh da solugao deterministica para 7' como parametro fuzzy triangular
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com suporte no intervalo 0.1 < T < 1.9, para cada instante ¢ fixo. Observa-se
que na regiao central o grau de pertinéncia aproxima-se de 1. Esta regiao é a
que melhor representa o fenémeno biolégico do ponto de vista de credibilidade

(pertinéncia).

graus de pertinéncia

populagdes

tempo

Figura 3: Grafico da solugdo do sistema (6.6) com T = (0.1;1;1.9).

7. Modelo presa-predador com retardo

O segundo modelo presa-predador com retardo estudado é dado por:

d]\cfllt@) =biN1(t = T) — a12N1(t) N2(2)
(7.8)
dJ\;Qt(t) = —byNa(t) + azi Na(t)Ny (t — T)

em que T > 0 é o retardo.

7.1. Estudo da estabilidade

Os pontos de equilibrio sdo P = (0,0) e P, = (a%, ;—112), 08 mesmos
pontos de equilibrio do sistema (2.1). Para o ponto de equilibrio P, = (%, ;’—112)

a equacao obtida para os autovalores é:

A2 — (blﬁ — bl))\ +b1be =0 (79)
sendo = %. Os autovalores sao dados por:
b1B —b1) £ /(018 — b1)? — 4b1b
- (b18 — b1) £ /(618 — by) 1 2@ (7.10)

2
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Estudamos o sinal do A = (b3 — by)? — 4b1b23 da equacio (7.10), que

é uma equagao de segundo grau na varidvel 8. A equagao
(b13 —b1)* — 4b1baB = 0 (7.11)

tem o valor do delta positivo, logo, a concavidade da pardbola é para cima e
os valores de 3 sao:

2% + 4byby — /16630, + 166262

2b?
8y = 2b7 + 4b1by + /16b3b; + 16b§b§.
202

Temos vérios casos para estudar a estabilidade do ponto de equilibrio depen-

pr =

dendo dos autovalores.

e Se f = (31 entdo o valor do delta da equagdo (7.11) é nulo. Neste caso,
temos;
— Se 8 = 1 =1 os autovalores da equagao (7.9) sdo iguais a zero.
—Sef =p <1loupf = p; > 1 os autovalores sao negativos ou

positivos, respectivamente, temos um ponto de equilibrio impréprio.

e Se = (3 entdo o valor do delta da equagao (7.11) é nulo. Neste caso,

temos;
— Se = B2 = 1 os autovalores da equagao (7.9) sdo iguais a zero.
—Se 8 =P < 1oup = Pz > 1 os autovalores sdo negativos ou

positivos, respectivamente, temos um ponto de equilibrio impréprio.

e Se 5 < (1 ou > B entdo o valor do delta da equagao (7.11) é positivo.
Os autovalores da equagao (7.9) sao reais. Estudamos alguns casos para

os autovalores:
— Se 8 < By e B <0 entdo os autovalores da equacao (7.9) tem sinais
contrarios e o ponto de equilibrio é ponto de sela.

— Se f < p1e0 < B <1 entdo os autovalores da equagao (7.9) sao
negativos e o ponto de equilibrio é estavel.

— Se 8 < 1 e B > 1 entdo os autovalores da equagao (7.9) sdo positivos

e o ponto de equilibrio é instavel.
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— Se B> 3 e f < 0, entao os autovalores da equagdo (7.9) tem sinais
contrarios e o ponto de equilibrio é ponto de sela.

—Se 8> fBye0 < B <1 entao os autovalores da equacao (7.9) sao
negativos e o ponto de equilibrio é estavel.

— Se 8> P2 e 8 > 1entao os autovalores da equagéo (7.9) séo positivos

e o ponto de equilibrio é instavel.

e Se f1 < B < P2 entdo o valor do delta da equagdo (7.11) é negativo.
Os autovalores da equacao (7.9) sdo complexos. Estudamos alguns casos

para os autovalores:
— Se f1 < B < Py e =1 entao o ponto de equilibrio é centro.
— Se 81 < B < B2 e B <1 entdo o ponto de equilibrio é estavel.
— Se B1 < B < B2 e 8> 1 entdao o ponto de equilibrio é instavel.
A figura 4 apresenta o gréfico da solucao do sistema sem retardo (2.1)
e o grafico da solugao do sistema com retardo (7.8) com T = 1. Pelo com-

portamento das solucdes podemos observar como o retardo, que ocorre nos

fendémenos bioldgicos, modifica a solugdo do sistema (2.1).
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Figura 4: Grafico da solugdo do sistema sem retardo (2.1) e do sistema com
retardo (7.8).



90 Jafelice, Barros & Bassanezi

8. Modelo presa-predador com retardo fuzzy

O modelo presa-predador com retardo fuzzy é dado por:

dN
T; = blNl(t - T) — a12N1N2
(8.12)
dN:
d7t2 = —by Ny + aglNgNl(t — T)

com T = (0.1;1;1.9) sendo um nimero fuzzy triangular apresentado na fi-
gura 2. O suporte do nimero fuzzy é dado por [0.1,1.9]. Obtemos a solugao
fuzzy do sistema (8.12) utilizando o Principio da Extensao de Zadeh da solugao
deterministica com o pardmetro fuzzy T em cada instante t fixo, veja figura 5.

O grafico do plano de fase do sistema (8.12) é apresentado na figura 6.
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Figura 5: Grafico da solugao do sistema (8.12).
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Figura 6: Plano de fase do sistema (8.12).

A solugao fuzzy do sistema (8.12) foi defuzzificada pelo centro de gra-
vidade em cada instante ¢. Na figura 7 apresentamos os graficos da solugao
defuzzificada do sistema (8.12) e a solugao deterministica com T = 1.
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Figura 7: Solucdo defuzzificada do sistema (8.12).
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9. Conclusao

Os pontos de equilibrio dos sistemas de equacoes diferenciais com re-
tardo (5.4) e (7.8) apresentam os mesmos pontos de equilibrio do sistema de
equagoes diferenciais sem retardo (2.1), pois ndao dependem do retardo T'. Con-
sequentemente, os sistemas de equagoes diferenciais com retardo fuzzy (6.6) e
(8.12) tém os mesmos pontos de equilibrio de (2.1). Os gréficos das solugoes
destes sistemas sao apresentados por faixas, cuja a regiao central tem o grau de
pertinéncia que proxima-se de 1, representando melhor o fenémeno biolégico do
ponto de vista de credibilidade, pois considera possiveis “tolerancia” no valor

do retardo biolégico em questao.
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