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Resumo. Neste trabalho apresentamos um modelo de um sistema marinho
composto por uma populagdo de algas (macroscdpicas), ourigos, peixes e ho-
mem. As populagbes modeladas explicitamente sdo as populagoes de ourigos e
peixes, sendo que as relacoes com outras espécies sao modeladas indiretamente.
O modelo é um aperfeicoamento daquele proposto por Rustici et al. (2017),
que descreve adequadamente uma propriedade de bi-estabilidade e histerese do
sistema, mas falha em representar realisticamente os dois estados alternativos
do ecossistema. O modelo apresentado mantém a caracteristica de histerese
e bi-estabilidade, além de descrever com precisao os dois estados alternativos
chamados “floresta de algas” e “deserto de ourigos”. A anélise do sistema é
feita principalmente através de simula¢Ges numéricas que buscam ilustrar o

comportamento de histerese.
Palavras-chave: Biomatemdtica; equacoes diferenciais; ourigos—algas;
presa—predador.

1. Introducao

Florestas de algas sao comunidades marinhas em recifes dominadas por

ourigos e algas marinhas (North e Pearse, 1970). Na auséncia de excesso de
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predacao por parte dos ourigos, tais comunidades apresentam grande diversi-
dade e uma vibrante floresta de algas marinhas. Tais sistemas sao altamente
produtivos e sao habitat para muitas espécies que sao importantes tanto do
ponto de vista ecolégico como comercial (Konar e Estes, 2003; Bonaviri et al.,
2012).

Desertos de ouricos sao caracterizados por uma excessiva predagao da
populagao de algas, por parte dos ouricos, levando a uma baixa produtividade
priméria e reduzida complexidade da cadeia tréfica. Dessa forma, tal estado
pode ser considerado como um colapso do sistema original (Simenstad et al.,
1978; Chapman e Johnson, 1990; Sivertsen, 1996; Graham, 2004; Christie et al.,
2009).

Uma vasta documentagao sobre transicoes entre esses estados, tem sido
acumulada (Sala et al., 1998; Pinnegar et al., 2000; Steneck et al., 2002). Uma
forma de analisar essa transigao é vé-la como uma “mudanca de fase” no sistema
(Filbee-Dexter e Scheibling, 2014). Tal formulacdo permite compreender que
o sistema ecoldgico pode exibir um comportamento de histerese e, portanto,

apresentar mudangas de fases que nao sejam facilmente reversiveis.

Modelos matematicos sao ferramentas valiosas no auxilio da andlise de
tal tipo de comportamento, pois podem identificar varidveis criticas que con-
trolam tais mudancas de fase (Ludwig et al., 1978; Murray, 1989). Para este
sistema em particular, um modelo foi proposto recentemente por Rustici et al.
(2017). Apesar de representar corretamente o fendémeno de histerese, tal mo-
delo é incoerente no sentido em que o estado de desertificacao é representado

como mais produtivo do que o da floresta de algas.

Neste artigo propomos um modelo para representar adequadamente o
fenomeno de histerese, sugerido pelos pesquisadores especialistas no sistema
ecolégico (Filbee-Dexter e Scheibling, 2014; Rustici et al., 2017) mas que tam-
bém seja coerente do ponto de vista de decisao estratégica da politica pesqueira.
Isto é, ao representar o estado de desertificagao como mais produtivo (também
no sentido de abundancia de peixes), o modelo proposto por Rustici et al.

(2017) nao ¢ aconselhado para tal uso.

Dentro do mesmo contexto tedrico de modelagem matematica através de
equagoOes diferenciais para as dinamicas populacionais (Murray, 1989; Edelstein-
Keshet, 2005) de ourigos e peixes predadores, desenvolveremos e apresentare-
mos simulagoes numéricas de um modelo capaz de apresentar as caracteristicas

mencionadas acima. Ou seja, um modelo matematico que descreva a interacao
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entre pesca, peixes predadores de ourigos e a populacao de ourigos que des-
creva com precisao o processo de histerese no sistema e seja coerente com as

observacoes de menor produtividade do estado desertificado.

2. O modelo

O uso de equacoes diferenciais para representacao e analise de fené6menos
naturais pode ser tragado, pelo menos, até os trabalhos de vanguarda de New-
ton e Leibnitz (Newton, 1999; Eves, 2011). Seu uso nas Ciéncias Naturais foi
tdo bem-sucedido que, por vezes, as proprias equagoes foram tomadas como
guias na descoberta de novos fenémenos, como, por exemplo, novos planetas
(Miller, 2003) ou a a curvatura do espago (Dyson et al., 1920).

No caso de sistemas ecoldgicos, os trabalhos de Lotka (1910) e Volterra
(1926) foram fundamentais como fomentadores da aplicagdo do mesmo tipo de
ferramenta também a sistemas biolégicos. Escrito em notagao contemporanea,
uma formulagao de tipo Lotka-Volterra para um sistema tipo presa-predador

pode ser escrito como:

dX

& kX —AXY
dd; (2.1)

sendo que X representa a quantidade de presas (que pode ser medida, por
exemplo, em biomassa), Y representa a quantidade de predadores, rx é a taxa
per capta reprodutiva maxima das presas, m é a taxa per capta de mortalidade
dos predadores, a constante A representa uma uma taxa de predacao per capta
por predador e E um fator de conversao dos recursos de presas capturadas em
novos predadores.

Apesar de tal formulacao conduzir a resultados interessantes, ela sofre de
vérias limitacoes. Na auséncia de predadores, o modelo leva a um crescimento
ilimitado do nimero de presas. A taxa de predagao por predador também é
ilimitada, isto é, aumentando ilimitadamente o nimero de presas, o nimero
de presas consumidas por unidade de tempo pelos predadores também tende
a infinito. Isso representaria predadores insacidveis, o que é, claramente, ir-
realistico para muitas espécies, em particular, peixes. Holling (1966) propos
uma série de funcoes-resposta para estender os sistemas tipo presa-predador

e evitar tais contradigoes. Em particular, a fungao-resposta conhecida como
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Holling-Type III:
X2
que representa uma taxa de predacao por predador que tende a um limite

P(X) =P, (2.2)

méaximo P,,,; € B é um limiar a partir do qual a taxa de predacao comeca a
apresentar saturagao.
O modelo de Rustici et al. (2017) adota exatamente uma fungao deste

tipo para descrever a interagao presa-predador:

dX X?

Y
dt

(2.3)

dy X?
& yY(1-Y/Ky) + AE——— Y — sVY
g~ YUY AE Y s

em que Kx é a capacidade de suporte do meio para as presas, Ky a capacidade
de suporte de predadores, A a taxa méxima de predacao por predador, E um
“fator de conversao” de presas capturadas para reproducao de predadores, ry
a taxa reprodutiva maxima dos predadores e s um parametro que representa
a intensidade da atividade pesqueira. Observa-se a presenga de um termo
que visa representar a atuacdo da atividade de pesca: —svY. Na verdade,
tal termo estd relacionado com modelos que foram criados para representar
“comportamentos de bando” (Ajraldi et al., 2011). Em tal tipo de modelo,
supoe-se que os predadores nao possuem a possibilidade de interagir com todas
as presas, mas somente com uma “fronteira” do bando. Em tal caso, admite-se
que o nimero de interagoes e, portanto, a taxa de predacao, seja proporcional
a raiz da quantidade de presas. A aplicacao de tal tipo de interacao é, no
minimo, questiondvel para o caso em questao, que modela a interagao entre
pescadores e cardumes de peixes.

Abaixo, citamos um trecho de Rustici et al. (2017), no qual tal for-

mulagao é apresentada:

“The simplest function that can be assumed in this context is a
linear form g(Y) = sY. However this type of function makes the
system too sensible to fishing activity and, since there is no experi-
mental evidence of which form is the most suitable. In analogy to
the new symbiotic model Ajraldi et al. (2011) we consider here the
nonlinear contribution ¢g(Y) = svY. From a qualitative point of
view, the nonlinear contribution g(Y) = sv/Y does not change the
results but the latter allows us to vary the fishing parameter s over

a wider range.”.
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Os préprios autores reconhecem que nao ha uma razao clara para adocao de tal
termo, citando apenas “sensibilidade” excessiva no caso do uso do termo sY.
Tal afirmagao nao faz sentido, uma vez que a sensibilidade e a regiao de va-
riagao dos parametros nao sao absolutas e dependem, inclusive, das unidades de
medida adotadas. Sendo assim, comparagdo de comprimento de intervalos nao
possui nenhum sentido absoluto de sensibilidade e nao servem para justificar
a adogdo, ou nao, de um certo tipo de termo. Além disso, os comportamentos
qualitativos dos sistemas nao sao equivalentes, uma das diferengas é que na
origem o sistema com a raiz possui uma singularidade no Jacobiano, enquanto
que o termo mais simples —sY’, nao.

O modelo de Rustici et al. (2017) apresenta uma propriedade indesejavel
do ponto de vista de representagao realista do sistema ecoldgico em questao.
Segundo Filbee-Dexter e Scheibling (2014):

Sea urchin barrens have much lower primary productivity and ha-
bitat structural complexity than kelp beds and consequently can
be considered a collapse of the kelp state (Simenstad et al. 1978,
Chapman & Johnson 1990, Sivertsen 1996, Graham 2004, Christie
et al. 2009).

Ou seja, o estado de desertificagao leva a um colapso do ecossistema e a uma
produtividade primdaria menor. Também, segundo (McClanahan e Muthiga,
1988), a remogao dos predadores através da pesca em recifes quenianos resul-
taram na expansao da populagao de ourigos-do-mar que, aparentemente, levou
a um decréscimo de corais vivos, perda de complexidade tréfica, diversidade
de espécies e biomassa de peixes. Tais evidéncias indicam que o estado de de-
sertificagao, representado no modelo por estados de alta densidade de presas,
deveria estar associado a uma densidade inferior de predadores (peixes) quando
comparado ao estado nao perturbado. Neste ponto o modelo de Rustici et al.
(2017) falha, pois associa ao estado de desertificagdo densidade de predadores
superiores aquela do estado nao perturbado.

Em vista do mencionado nos paragrafos anteriores, nossa proposta de
modificacdo do modelo de Rustici et al. (2017) baseia-se sobre dois pontos
principais: modificar a hipdtese de que a capacidade de suporte do meio para
predadores é constante e propor uma outra forma para o termo que representa
a atividade de pesca. Dado que a produtividade primaria do meio é inferior no
caso de desertificacao, sugerimos a inclusao de uma dependéncia decrescente

com relagao a X. Dessa forma, os ourigos-do-mar terao um impacto positivo
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na populagao de predadores (através do termo Holling Tipo III), mas também
terao um efeito negativo, através da redugao da capacidade de suporte, que
representa a reducao da produtividade priméaria do meio ambiente. Finalmente,
para o termo de pesca, sugerimos a ado¢ao do termo mais simples, —sY , uma
vez que a sensibilidade, mencionada pelos autores, nao é, de fato, um problema

real.

Para o impacto na capacidade de suporte, causada pelo aumento de
predadores, sugerimos uma das formas funcionais mais simples: Ky (X) =
Yu (1 — X/C), onde Yy, representa a capacidade de suporte sem que exista
uma reducao e C' > Kx representa a populacao de peixes que reduziria a zero
a capacidade de suporte de peixes do meio. Naturalmente, capacidades de
suporte negativas nao tém sentido biolégico, de modo que temos a condigao
X < C. Note que o termo da dindmica de crescimento ryY (1 — Y/Ky (X)),
representa a relagao com presas alternativas aos ouricos, enquanto que o efeito
positivo dos ouricos sobre a populacao de peixes predadores é dado pelo termo
de predacgio explicita AEP(X)Y.

Desta forma, temos ambos os efeitos incluidos no modelo. Um deles é
direto, através da predagao dos peixes sobre os ourigos, outro indireto, no qual
os ourigos tornam o habitat menos produtivo através da reducao da populagao
de algas. Incluindo tais hipdteses, ficamos com o modelo:

A Figura 1, ilustra as relacoes ecolégicas entre as espécies envolvidas.
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Figura 1: Esquema com as relagbes ecoldgicas do sistema marinho. As po-
pulacdes de ourigo e peixes sdo modeladas explicitamente. A influéncia humana
sobre a populacao de peixes é expressa através do parametro s de intensidade
de pesca. A interagao dos ouricos com as algas e destas com os peixes é dada
através da dependéncia de Ky com relacao a X na forma de uma funcao de-
crescente. Os ourigos diminuem a populagao de algas, cuja reducgao leva & uma
menor produtividade priméaria que leva a uma menor quantidade de alimento
disponivel para os peixes.

3. Analise do modelo

Para facilitar as simulagoes, adotamos um versao adimensionalizada do
modelo, fazendo © = X/Kx, y =Y/Yy e t* = rxt, obtendo (j& abandonando
os asteriscos para t*):

dx z?

dy Y x2
A 1— d—" —
dt Ty( 1:c/c)+a 22 + 627 Ty
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em que a = AYy/(rxKx), b = B/Kx, ¢ = C/Kx, d = Kxry/(Yurx) e
f = s/ry sdo parametros adimensionais.

As curvas de anulagdo para & e ¢, respectivamente, sdo dadas por:

Y

y a?
Y <7" <__3§+1 —|—1> +adb2—|—x2 —f) =0
Os pontos de equilibrio com ao menos uma das populagoes nulas sao
0 =(0,0), P = (oi) e Q=(1,0).

A matriz Jacobiana no ponto O é dada por

1 0
JOZ(O f+r>

que possui autovalores 1 e —f + r, portanto, a origem é instavel.

(3.6)

Para o ponto P, a matriz jacobiana é dada por

1 0
JP = —f2-r?42fr f —r

e possui 1 e f —r como seus autovalores, portanto, P é instavel.

No caso do ponto @, a matriz jacobiana é

-1 _QL
JQ: b2+1 4
0 —f+7“—|-ab2—+1

— 2 2 —_— s . 7’
ad-b {jfl r=f+r  Portanto, Q ¢ instéavel se f<

T+ % e estavel caso contrario. Basicamente, essa condi¢ao nos informa que

e seus autovalores sdo —1 e

a pesca muito intensa leva a extingao dos peixes. Desejamos simular condigoes
nas quais existem dois estados de coexisténcia estaveis, um com maior po-
pulacao de peixes, representando a floresta de algas e outro com menor po-
pulagao, representando o deserto de ourigos. Desta forma, serao simulados
apenas cenarios nos quais a condicao de instabilidade de @) é satisfeita, isto é,
. . . ad
a intensidade de pesca f é menor que r + T
Os pontos de equilibrio com ambas as populagoes nao-nulas sao deter-
minados pela intersecao das curvas:
(1 —z)(a? +b?)
n)=——"—"-"7
ax

yQ(l‘):(l—f ad q;2

e a2+ b2

JEREZ
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A tentativa de obter férmulas explicitas para os pontos de equilibrio
com ambas as populages nao-nulas leva a equagoes intrataveis, de forma que

ilustraremos o comportamento do modelo através de simulagoes numéricas.

Na figura 2 apresentamos simulagoes que ja indicam o comportamento
de histerese do sistema, bem como a caracteristica realistica de representar o
estado “deserto de ouricos” com uma densidade de peixes menor que o estado
“floresta de algas”.

Fixando os parametros a = 0.5, b = 0.1, ¢ = 1.5, d = 0.5 e r = 0.5,
e variando apenas a intensidade de pesca (f), que representa exatamente a
variavel antropomoérfica, podemos obter um, dois ou trés equilibrios para o
sistema. O ponto Pj, o tnico vidvel para valores pequenos de f(< 0.33) é
ilustrado na figura 2-a), e representa o estado “floresta de algas”, pois estd
relacionado com uma pequena populagao de ourigos e uma grande populacao
de peixes. Note que tal ponto é estavel, atraindo todas as trajetérias simuladas
no sistema.

Ao aumentarmos a intensidade de pesca, quando o pardmetro f ultra-
passa o valor critico de aproximadamente 0.33, ocorre uma bifurcagao do tipo
sela-né no sistema, dando origem a dois outros pontos de equilibrio, P> e Pj,
ilustrados na figura 2-b). O ponto P, é sempre instdvel, de forma que nao
atrai trajetorias, nao sendo observavel do ponto de vista biolégico. O ponto Ps
é estavel, sendo capaz de atrair certas trajetérias do sistema, dependendo da
condigao inicial. No caso de um sistema que estivesse posicionado inicialmente
no estado Py (“floresta de algas”), mesmo com o aumento de f além do valor

limitrofe 0.33, o sistema permaneceria no estado P;, pois este ainda é estavel.

Continuando a aumentar a intensidade da pesca, quando f atinge o valor
critico de aproximadamente 0.46, temos um encontro também do tipo sela-né
entre P; e P, de forma que ambos passam a ser invidveis, restando apenas
P53 como ponto estdvel, situacado illustrada na figura 2-c). Neste caso temos a
representacao de um colapso no sistema, que se move do estado “floresta de
algas” para o estado “deserto de ourigos”.

A figura 2-d) ilustra que se fizermos o caminho inverso, reduzindo f
novamente para o intervalo 0.33 < f < 0.46, o sistema nao retorna a Pj,
demonstrando a caracteristica de histerese do sistema e ilustrando o cuidado

necessario na manutencao da diversidade ecoldgica.

As simulagoes ilustradas na figura 2 pode ser resumida em um tnico dia-
grama de bifurcacao em fungao do parametro f, ilustrando o ciclo de histerese
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#Floresta de Algas @ Floresta de Algas

(bi-estabilidade)

Y2, P,

@ Deserto de ourigos @ Deserto de ouricos
(colapso) (bi-estabilidade)
C) 0 X d) 0 X

Figura 2: Ilustracao do fenémeno de histerese. A curva y; é a curva de anulagao
de z, enquanto que y, é a anulacao de y. P; representa o equilibrio em que ha
uma pequena populagao de ourigo e grande populacao de peixes, representando
o estado de “floresta de algas”. P, é um equilibrio instdvel, sem interesse
do ponto de vista bioldgico. Ps representa um estado com alta populacao de
ourigos e baixa populacao de algas, representando o estado “deserto de ourigos”.
Para todas as simulagoes temos a = 0.5, 6 = 0.1, ¢ = 1.5, d = 0.5 e r = 0.5,
enquanto que f, a intensidade de pesca é varidvel. a) Floresta de algas f < 0.33;
b) Floresta de algas (bi-estabilidade) 0.33 < f < 0.46; ¢) Deserto de ourigos
(colapso) f > 0.46; d) Deserto de ourigos (bi-estabilidade) 0.33 < f < 0.46.
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XA
—— Estédvel P;

Instavel

--»---- Ciclo Histerese

Py

0.33 0.46

Figura 3: Diagrama de Bifurcagao para Populacao de Ourigos. Para a si-
mulacao a = 0.5, b =0.1, c = 1.5, d = 0.5 e r = 0.5, enquanto que f, a inten-
sidade de pesca, é representado pelo eixo horizontal e a populagao de ourigos
é representado pelo eixo vertical. As linhas tracejadas representam a transicao

abrupta (descontinua) da populacao de ourigos (z) variando o pardmetro de
pesca (f).

e as bifurcagoes entre P, e P5 e depois entre P; e P;. Na figura 3 apresentamos
tal diagrama.

Como podemos observar, para valores de f menores que o valor critico
f1 = 0.33, temos a existéncia apenas de P;, que é estavel. Atravessando o valor
critico f1 o sistema apresenta mais dois pontos de equilibro, um instavel (P»)
e outro estdvel (P3) em uma bifurcagio sela-né. O sistema permanece em P
devido as condigbes iniciais. Atravessando o valor critico de fy =~ 0.46, temos
que ocorre o colapso do sistema, que move-se para Ps, o Unico ponto estavel.
Nesta situagao, o retorno do parametro f ao intervalo f; < f < f2 nao retorna
o sistema a Pj, de forma que f deve ser reduzido para valores inferiores a fi,
completando o circuito de histerese apresentado nas figuras 3 e 4.

E importante ressaltar como o colapso do sistema, da floresta de algas
para o deserto de ourigos representa um aumento da populagao de ourigos e uma
diminuicao na populacao de peixes, devido a perda de produtividade primaria.
Isto pode ser visto observando as figuras 3 e 4, observando as coordenadas x e
y dos pontos P; e P,. Desta forma, a principal fraqueza do modelo de Rustici
et al. (2017) é evitada, levando a um modelo mais coerente do ponto de vista
bioldgico.
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Yi
Estavel
Instavel

---»----- Ciclo Histerese

Py

033  0.46 f

Figura 4: Diagrama de Bifurcagao para Populagao de Peixes. Para a simulagao
a=05,b=01,c=15,d=0.5er =0.5, enquanto que f, a intensidade de
pesca, é representado pelo eixo horizontal e a populacao de peixes é represen-
tado pelo eixo vertical. As linhas tracejadas representam a transicdo abrupta

(descontinua) da populagao de peixes (y) variando o pardmetro de pesca (f).

4. Conclusoes

Foi apresentado um novo modelo para descrever um ecossistema mari-
nho. Nossos resultados indicam que o modelo cumpre melhor o papel de des-
crever mais realisticamente o comportamento do sistema bioldgico real, quando
comparado a uma proposta recente de modelo (Rustici et al., 2017). Neste sen-
tido, o modelo proposto é um melhoramento para a descricao do fenémeno de

histerese em sistemas ecoldgicos reais.

Mesmo que a andlise numeérica apresentada nao esgote a analise do mo-
delo, ela é suficiente para indicar que uma tentativa de calibragem do modelo
a dados reais pode ser efetuada. Filbee-Dexter e Scheibling (2014) apresen-
tam dados de estimativas de densidades limitrofes para as transigbes. Com
tais dados poderiamos tentar estimar parametros para representar os sistemas
descritos pelos autores. Tal tipo de abordagem fica reservada para trabalhos
futuros.
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