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Resumo. O objetivo deste artigo é propor e analisar dois modelos discretos para o crescimento popula-
cional de afideos baseado em um modelo ja existente, porém fazendo uso da teoria fuzzy para incorporar
informagobes incertas ao modelo. No primeiro modelo, a condigdo inicial serd representada por um nimero
fuzzy e a andlise de estabilidade sera baseada na sequéncia de nimeros fuzzy gerada pela extensao de Zadeh
da equacdo de diferencas. No segundo caso, o parametro m que representa a fracdo de mortalidade dos
afideos jovens serd um numero fuzzy e a sequéncia gerada serd oriunda da defuzzificagdo da extensdo de
Zadeh da equacao de diferencas de cada estdgio. Como resultado foram obtidas condicbes de estabilidades
para exemplos simulados em ambos os casos com base em teoremas da literatura e no Teorema 2 proposto

nesse artigo.
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1. Introducao

Insetos normalmente tém mais de uma fase no ciclo da vida entre o nascimento e o amadurecimento
e, com o avango da etologia, estudos mais especificos sobre diversas espécies se tornaram possiveis.
Segundo Whitham (1978) o crescimento da populagao de afideos (insetos de pequenas dimensoes que se
alimentam da seiva de plantas) do género Pemphigus em galhas de folhas de dlamo é influenciado por
diversos fatores como: época do ano, tamanho da folha e interagao com outras espécies.

Edelstein-Keshet (1988) traz uma simplificagdo de como poderfamos modelar discretamente a po-
pulacdo desses afideos estudados por Whitham (1980). No modelo proposto em Edelstein-Keshet (1988)
os parametros envolvidos sao considerados exatos, entretanto, em situagoes praticas é comum haver in-
certezas na definicao dos parametros ou na condicao inicial de modelos desta natureza. Neste artigo
faremos uso do modelo proposto por Edelstein-Keshet (1988), porém, em primeiro caso considerando a
existéncia de uma incerteza na definicao da condigao inicial e em segundo caso, a fragao de mortalidade
dos afideos jovens.

A ideia da incerteza é algo que permeia a humanidade hd muito tempo e hoje em dia é tema de
diversos estudos na drea da Matemadtica. Zadeh (1965) propos uma formalizagdo matemética para tratar
termos como “aproximadamente”, “em torno de”, “mais ou menos” e essa é a premissa principal para os
conjuntos fuzzy, no qual cada elemento tem um grau de pertinéncia ao conjunto.

Este artigo tem por objetivo propor um modelo de crescimento populacional utilizando teoria fuzzy

e modelos baseados em defuzzificacao. Além disso, através do teorema da completude do espago métrico
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dos nimeros fuzzy (F(R), D), e do teorema do ponto fixo para este espago, estudaremos a estabilidade
de modelos baseados em equagoes de diferencas cujas variaveis de estado sao nimeros fuzzy.

Alguns autores como Rodney C. Bassanezi e Laécio C. de Barros ja utilizam a teoria fuzzy para
modelar problemas da biologia (ver: Barros e Bassanezi, 2006). Estes trabalhos ganharam énfase na drea

da biomatematica, principalmente pela sua versatilidade de trabalhar com valores nao bem definidos.

2. Preliminares

Nesta secao serao elencados os principais conceitos, definicoes e teoremas utilizados ao longo do

artigo.

2.1. O modelo dos afideos

Como descrito por Edelstein-Keshet (1988), os insetos geralmente tém mais de um estdgio em seu
ciclo de vida, desde a progénie até a maturidade. De fato, tal ciclo pode levar um tempo incerto, porém,
como afirma a autora, é costume usar uma unica geracao como a unidade béasica de tempo ao tentar
escrever um modelo para o crescimento da populagao de insetos. Varios estagios do ciclo de vida de
um inseto podem ser descritos por um sistema de equagoes de diferencas. Muitas vezes o sistema de
equagoes condensa-se a uma tunica equagao na qual aparecem as combinagoes de todos os parametros
pré-estabelecidos.

Edelstein-Keshet (1988) nos apresenta a seguinte situagdo: Considere a reproducao de afideos
do género Pemphigus em galhas de folhas de dlamo. Os afideos féemeas adultos produzem galhas nas
folhas dos dlamos. Toda a progénie de um tnico afideo estd contida em uma galha (Whitham, 1980,
apud Edelstein-Keshet, 1988). Alguma fracdo destes emergird e sobreviverd a idade adulta. Embora
geralmente a capacidade de produzir descendentes (fecundidade) e a probabilidade de sobrevivéncia até a
idade adulta (sobrevivéncia) dependa de suas condigdes ambientais, da qualidade de seus alimentos e dos
tamanhos populacionais, vamos desconsiderar esses efeitos e estudar um modelo simplificado proposto

em Edelstein-Keshet (1988), no qual todos os parametros sao constantes.

(o)

Figura 1: Galha ocupada por afideo do Género Pemphigus. (a) Uma galha produzida por afideo na base
de uma folha de dlamo. (b) Imagem de micrografia eletronica de uma fémea de afideo dentro da sua
galha. Cortesia de Tom Whitham & obra (Alcock, 2016).

Sejam:

(i) @, o nimero de afideos fémeas adultas na n-ésima geracao;
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(ii) p, o nimero de descendentes na geragao n-ésima;

(iii) fn o ntmero de progénies na n-ésima geragao;

)
)
(iv) m a fragdo da mortalidade dos afideos jovens;
(v) f o ndmero de progénies por afideo feminino;
)

(vi) r a proporgao de afideos fémeas em relagao ao total de afideos adultos;

Entao, escrevemos equagoes para representar as sucessivas populacoes de afideos e as usamos para
obter uma expressao para o numero de fémeas adultas na n-ésima geracao, se inicialmente houvesse ag

fémeas: Cada fémea produz f descendentes; portanto

Pn+1 = fan

onde p,41 é nimero de descendentes na geracao n+ 1, destes, a fracdo 1 —m sobrevive até a idade adulta,

gerando uma proporgao final de r fémeas, portanto

apy1 =11 —m)ppt1.
Note que estas duas equagoes podem ser combinadas em uma unica equagao

any1 = fr(l —m)a, (2.1)
Para o caso em que f, r e m sao constantes, a solucao a,, é dada por

an = [fr(1 —m)]"ao (2.2)

eliminando assim a necessidade de sabermos o nimero de descendentes na geragao n + 1.

A Equacao 2.1 é o que chamamos de uma Equacao de Diferenga Linear de primeira ordem, de modo
que a solucao (2.2) converge para zero caso fr(l —m) < 1, mantém-se constante caso fr(l —m) =1¢e
diverge para +oo se fr(1 —m) > 1. A expressao fr(l —m) é o ntimero per capita de fémeas adultas que
cada afideo mae produz.

2.2 Espacgos Métricos Completos

Defini¢ao 1. (Lima, 1983) Seja M um conjunto, se existir uma fung¢ao d : M x M — R, chamada
distancia, e que satisfaca as sequintes condigoes para todo x,y,z € M :

dl) d(z,x)=0;

d2) Se x # y entdo d(x,y) > 0;

d3) d(z,y) = d(y, x);[Comutatividade]

d4) d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2).

Entao, M e d definem um Espa¢o Métrico denotado pelo par (M, d).

As condigoes d1) e d2) dizem que d(z,y) > 0 e que d(z,y) = 0 se, e somente se, x = y. A condicao
d3) afirma que a distancia d(x,y) é uma funcao simétrica das varidveis z,y. A condi¢ao d4) chama-se
desigualdade do triangulo; ela tem origem no fato de que, no plano euclidiano, o comprimento de um dos
lados de um triangulo nao excede a soma dos outros dois.

Dentro de um Espago Métrico existem diversas propriedades ja provadas, entao, se a um conjunto
pudermos atribuir uma funcao distancia, poderemos verificar se este define um Espaco Métrico e teremos
consequentemente, diversas propriedades validas.

Podemos estabelecer em um Espago Métrico (M, d) uma sequéncia definida por uma aplicagao

x: N —= M em que z(n), escrito como z,,, é o0 n-ésimo termo da sequéncia (x,) (ver: Lima, 1983).
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Definicao 2. (Lima, 1983) Dada uma sequéncia (x,) num espagco métrico (M,d) de modo que Ve >

0 3Ing € N tal que m,n > ng = d (X, x,) < . Dizemos que (z,,) é uma sequéncia de Cauchy.

Uma sequéncia que é chamada de sequéncia de Cauchy é tal que a distancia entre termos conse-

cutivos é cada vez menor a partir de certo elemento da sequéncia.
Definicao 3. Um Espag¢o Métrico é completo se toda sequéncia de Cauchy nele é convergente.

Exemplo 1. O conjunto Q ndao pode definir um FEspaco Métrico completo utilizando a funcdo distancia

usual de R dada por
d(z,y) = [z —y|

pois, € possivel definir em Q uma sequéncia de Cauchy (xy) tal que x1 =2 e xpy1 = 5 + 9%7 e nesse
n
caso lim z, = V2 e desse modo a sequéncia converge para um valor que nao pertence a Q, logo nao €

n—roo
convergente em Q.

Definicao 4 (Ponto fixo). (Castelli, 2016) Um Ponto fizo da aplicagio f: M — M é um ponto x € M
tal que f(z) = x.

Definicao 5 (Contragao). (Castelli, 2016; Lima, 1983) Se existir um nidmero real 0 < ¢ < 1 tal que,
para todo x,y € M tem-se d(f(x), f(y)) < c.d(z,y), entdo f é uma contragao.

Teorema 1 (Teorema do Ponto Fixo de Banach). (Castelli, 2016) Considere um Espago Métrico M =
(M,d), onde M # @&. Suponha que M seja completo e f: M — M seja uma contragdo. Entao, f possui

precisamente um unico ponto fixo.

2.3 Espacgo métrico dos niimeros fuzzy

Dado um conjunto cldssico U (quando estamos falando sobre Teoria Fuzzy, conjuntos nao-fuzzy sao
classificados como cldssicos ou crisp, tendo eles o mesmo significado: ser um conjunto que nao é fuzzy),
este conjunto fica bem definido quando conseguimos definir quais elementos pertencem ou nao a ele. Ha

diversas formas de se definir um conjunto fuzzy, seguiremos a adotada por Barros e Bassanezi (2006).
Definicao 6. Seja U um conjunto e Q C U. A fung¢ao caracteristica de ) € dada por

1, se z€)

X“(m)_{o se x &)

Definigao 7. Seja U um conjunto classico. Um subconjunto fuzzy A de U € caracterizado por uma
funcao

HA : U— [0, 1],
pré-fizada, chamada funcdo de pertinéncia do subconjunto fuzzy A.

Podemos assim definir um subconjunto fuzzy A como um conjunto classico de pares ordenados da

seguinte maneira:

A={(z,pa(x)),com z € U}
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Figura 2: Funcdo de pertinéncia de A.

A Figura 2 ilustra o gréafico da funcao de pertinéncia de um subconjunto fuzzy A.

Definigao 8. Definimos como o suporte de A o sequinte subconjunto cldssico de U :

suppA = {x € U, tal que pa(x) > 0}.

| supp F supp F=F

(a) subconjunto fuzzy u (b) subconjunto crisp u

Figura 3: Ilustragao do suporte de subconjuntos fuzzy (a) e crisp (b) (Conjuntos classicos/nao-fuzzy.)
(Barros e Bassanezi, 2006, cf.)

Um conjunto fuzzy fica bem definido quando atribuimos a ele uma fungao de pertinéncia ou defi-

nimos seus a — niveis.

Definicao 9. Seja A um subconjunto fuzzy de U e o € [0,1]. O a—ndvel é o subconjunto cldssico de U
definido por

[A]* ={2 € U,pa(z) > a} para 0 < a < 1.
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Y

1 [4]* 3 5

Figura 4: a—nivel [A]* (Barros e Bassanezi, 2006, cf.)

0 = suppA.

Considera-se [A]? o fecho do suporte de A, ou seja, [A]
Definigao 10. Chamamos de numero fuzzy um subconjunto fuzzy A de R que satisfaz:
(i) todos os o -niveis de A sao ndo vazios, com 0 < a < 1;

(ii) todos os « -niveis de A sao intervalos fechados de R;

(iii) suppA = {x € R, pa(x) > 0} € limitado.

12

Figura 5: A é um nimero fuzzy e B nao é um ndmero fuzzy, pois nao satisfaz a propriedade (i7) da
Definicao 10.

O conjunto dos nimeros fuzzy é importante, pois possui boas propriedades topoldgicas que serao
discutidas ao longo deste artigo.

Todo conjunto (cldssico) A é subconjunto de um conjunto universo U, e as notagdes conjunto e
subconjunto sdo usadas indistintamente para se referir a A, o mesmo serd feito com conjuntos fuzzy. O

conjunto dos nimeros fuzzy é denotado por F(R).
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Definicao 11. (Barros e Bassanezi, 2006) Um nimero fuzzy A € dito triangular, se dados a,b,u € R

sua fungao de pertinéncia € da forma:

o

se r<a

8
|
Q

se a<x<u
— se u<x<b
0 se xr>b

1
|
e

pa(z) =

S
o

Nesse caso, o nimero A serd representado pela terna ordenada (a;u;b).

Observagao 1. Seja A € R e A um nimero fuzzy com a-nivel dado por [A]* = [af, a$],a multiplicagdo
P . o o o [Aaf', Aag] se A =0
de X por A € o nimero fuzzy AA cujos a—niveis sao [NA]" = A[A]" = . Analoga-
[Aag, Aa] se A <0
mente, se A for triangular (a;u;b) entdo NA = X a;u;b) = (Aa; Au; Ab).

Ao realizar uma modelagem matematica com valores reais, espera-se como resultado um nimero
real; ao se trabalhar com numeros fuzzy, teremos como resultado um numero fuzzy. Uma maneira de
interpretar solucoes oriundas de modelos fuzzy é tratar o resultado por meio de um método de defuzzi-
ficagdo, método este que consiste em definir um valor pertencente a R que represente o nimero fuzzy. A
seguir, definimos o principal método de defuzzificacao utilizado na literatura. (ver: Barros e Bassanezi,
2006)

Definigao 12 (Centro de Gravidade). (Barros e Bassanezi, 2006) O centro de gravidade dd a média das
dreas de todas as figuras que representam os graus de pertinéncia de um subconjunto fuzzy. Entre todos
os métodos de defuzzificacao ele € o preferido, mesmo sendo talvez o mais complicado. A equagdo a sequir
refere-se ao dominio continuo, onde A € o conjunto ou nimero fuzzy a ser analisado, u € o nimero real
do dominio e g € a sua pertinéncia ao conjunto fuzzy.

_ Jp wpra(uw)du
AL

Observamos que G(A) é a abcissa do centro de massa da figura geométrica formada pela fungao de

G(A)

pertinéncia de A. No caso de um nimero fuzzy triangular, o centro de massa pode ser calculado conforme
a Proposicao 1.

Proposicao 1. Dado um nimero fuzzy triangular A com pardmetros (a;u;b) entdo

a+b+u
GA) = ——
(4) = 12
Demonstracao. Segue imediatamente das propriedades de baricentro do tridangulo. ]

Definicao 13 (Principio de Extensao de Zadeh). Seja a funcao f: X — Z e A um subconjunto fuzzy
de X. A extensao de Zadeh de [ € a func¢ao f que, aplicada a A, fornece o subconjunto fuzzy f(A) de Z
cuja funcdao de pertinéncia € dada por

i) = o=

sendo f~1(z) = {x; f(x) = 2z} € a pré-imagem de z.
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Figura 6: Imagem de um subconjunto fuzzy A a partir do principio de extensao para uma funcao f.

Durante as pesquisas para esse artigo, apds algumas simulagbes computacionais, notou-se uma
propriedade interessante, que nao foi encontrada em nenhuma bibliografia, e, deste modo, foi formulado

0 seguinte teorema:

Teorema 2. Seja um nimero fuzzy triangular A = (a;u;b) e uma fungao linear f = px + q entdo

F(G(A) = G(f(4)).

Demonstra¢ao. Por f ser uma fungao linear e A ser um numero fuzzy triangular, entdo pela Definigao
13, f(A) também é triangular e com parametros (f(a); f(u); f(b)).
Pela Proposigio 1 temos G(A) = “"'l’% , portanto,

a+b+u a+b+u ap + bp + u ap - bp + up + 3
f(G(A)):f(%): (%)+q:w+ _ap+ pg p+3q _

_aptqt+bptqtupt+q  fla)+fO)+flw) o

B 3 - 3 =G(f(4))

O

H& uma relagao entre os a-niveis da imagem e do dominio e tal relacao é dada pelo seguinte
teorema.

Teorema 3 (Teorema de Nguyen). (Barros e Bassanezi, 2006) Sejam f : R™ — R™ uma fungdo continua

e A um subconjunto fuzzy de X. Entdo, para todo o € [0,1] vale [f(A)]* = f([A]Y).

Quando tratamos sobre Espacos Métricos fuzzy, a métrica comumente utilizada (fungéo distancia)
é a métrica de Pompeiu-Hausdorf.

Definicdo 14 (Métrica de Pompeiu-Hausdorf). (Barros e Bassanezi, 2006) A distancia entre dois

numeros fuzzy A, B € dada por:

DOO(A’B): sup dH([A]av[B}a)

0<a<1

onde dgr € a métrica de Hausdorff para intervalos compactos de R, cuja definicao €

dp(I,J) = max(supd(zx,J),supd(y, I)),
xel yeJ
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em que d(z,J) = irelgd(x,j) ed(r,s)=|r—s|
j

Segundo Bede (2012), F(R) e Dy (A4, B) formam um Espago Métrico. Em (Bede, 2012; Puri et al.,
1993), os autores mostram que o Espago Métrico fuzzy é completo, usando a fungao de distancia de
Pompeiu-Hausdorff.

3. Principais resultados teoricos

3.1. Teorema de completude

A completude de um espaco métrico é uma propriedade muito importante, pois garante que toda
sequéncia de Cauchy nesse espaco é convergente. O Teorema 4 garante que o espago métrico nos nimeros

fuzzy, equipado com a distancia de Pompeiu-Hausdorf, é completo.
Teorema 4. [Completude fuzzy] (Bede, 2012) O Espago Métrico (F(R), Ds) € completo.

A completude de um espago métrico é importante, pois tal propriedade muitas vezes vigora como
hipétese de importantes teoremas da topologia, como por exemplo, o teorema do ponto fixo apresentado

na secao anterior.

3.2. Teorema do Ponto fixo

Definigao 15. Dizemos que uwma aplicagio f : M — N ¢é de Lipschitz se existe ¢ > 0 tal que
|f(.’17) - f(y)| <c \x—y|,V T,y € M.

Corolario 1. Se f é de Lipschitz entao f é continua.

Demonstracdo. Ver (Lima, 1983). O

Observagao 2. A reciproca € falsa. Defina f = \/z, [ é continua mas nao é contragio em [0,1]. De
fato, seja d a métrica usual para R e a € [0,1]. Note que d(f(a), f(0)) > d(a,0) pois 0 <a <1=0<
a2<a<1=0<Va< Va<1l=0<a<+/a<1. Deste modo, mesmo sabendo que a populagdo
de afideos pode mudar de forma constante, ndo dd para garantir que a mesma serd de Lipschitz o tempo
todo.

Teorema 5. (Barros et al., 1997) Considere uma funcao f : R™ — R™ e F(R™) — F(R"™) a sua

f:
f € Lipschitz com a métrica

extensao de Zadeh, entao f € Lipschitz com constante K se, e somente se

D, com a mesma constante K.

Demonstra¢ao. Como f é Lipschitz, pelo Corolario 1 ela é continua e entao pelo Teorema 3 temos

Doo(f(u), f(v)) = sup du(f([u]®), f([v]*))

0<a<l1
Agora
d (f([u]”), f([v]")) = max{ sup inf d(f(x),f(y)), sup inf d(f(z),f(y))} <
zeu]> YEL]* yElv]e zE€[u]*
<max{ sup inf Kd(z,y), sup inf Kd(z,y)} =
z€u]™ yElv] y€Ev]™ € [u]™
= Kmax{ sup inf d(z,y), sup inf d(z,y)} = Kdg([u]*, [v]*)
z€u]e YEM]* y€Efv]> vE€[u]*

Consequentemente,

Dec(f(u), f(v)) < K Dec(u,0)
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Para provar a volta, tendo que f é Lipschitz, logo é continua e é a extensao de Zadeh de uma funcao f,

entao f deve ser continua, pois

Deo(f(X(uy), f(Xpy)) = |1 f(2) = F)ll = d(f (@), f(y)), Yz, y, € R

Assim obtemos

E facil mostrar o outro lado do resultado. O

Teorema 6. (Barros et al., 1997) Se f : R™ — R™ ¢ wma contragio, entio f : F(R™) — F(R™) tem

apenas um ponto fivo em F(R™).

Demonstragio. Pelo Teorema anterior f é uma contracao e desde que (F(R™), D) é completo, f tem

apenas um unico ponto fixo. ]

O Teorema 6 é fundamental para garantir a existéncia de ponto fixo em funcoes obtidas pela
extensao de Zadeh. A aplicagao deste teorema sera ilustrada na préxima secao deste artigo.

3.3. Modelo fuzzy para a dindmica populacional de Afideos

Nesta se¢ao, teremos como base o modelo descrito pela Equacao 2.1. Divideremos nossa andlise
em dois casos. No primeiro caso, consideraremos ag como um numero fuzzy e os elementos da sequéncia
(a,) serao obtidos através da extensao de Zadeh da Equagao 2.1, i.e, sendo a,1+1 = f(an), onde f(a,) =
fr(1—=m)a,, entdo a,+1 = f(an). No segundo caso, o parametro m serd considerado como nimero fuzzy
e a sequéncia (ay,) sera definida por an41 = G(fr(1 —m)ay,). Os valores aqui utilizados foram escolhidos

arbitrariamente.

3.3.1. Primeiro caso

A elaboracao de modelos mateméticos que visam compreender aspectos da vida bioldgica envolve
o0 uso de parametros cujos valores usualmente nao sao simples de serem calculados. Normalmente os
valores destes parametros sao obtidos por estimativas, as quais possuem fatores de incerteza inerentes.
Um parametro importante na modelagem populacional é o nimero inicial da populagao, o ag, de modo
que ¢ dificil determinar um valor exato para essa grandeza, por esse motivo, nesse caso foram feitas
simulagoes com esse parametro sendo um numero fuzzy.

A sequéncia a,1 = fr(1 —m)a, possui um tunico ponto fixo, dado por a,, = 0. Este ponto é
importante, pois representa a extingao da populacao de afideos. Conforme apresentado no inicio deste
texto, a, — 0 se fr(l —m) < 1. Tal condigao continua sendo verdadeira para o caso em que ag é um
numero fuzzy e a,41 = f(&n), conforme garante o Teorema 6. Alguns casos serdo ilustrados conforme as

seguintes simulagoes.

3.3.2. Simulagao 1

Vamos considerar inicialmente os seguintes valores de parametros: f = 50;7 = 0,04 e m = 0,45,
constantes e ag = (3;6;8), de modo que a; seja calculado pela Extensao de Zadeh da Equagao 2.1, de
acordo com a Defini¢do 13, e consequentemente todos valores a,,41 sigam da mesma maneira. Portanto,

~

teremos que dn41 = f(an), onde f(a,) =1, 1lay,.
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Figura 7: Primeiro caso com crescimento da populacao de afideos a cada geragao.

Observando a Figura 7, podemos notar que a cada nova geracao inf(supp(a,+1)) > inf(supp(ay,))
e também que sup(supp(dn41)) > sup(supp(a,)), mais precisamente, pela linearidade da Equagao 2.1 e
de acordo com a Observacao 1, temos ag = (3;6;8),a1 = (3,3;6,6;8,8),a42 = (3,63;7,26,9,68), ..., 4, =
(1,1)™(3;6;8). E possivel entdo afirmar que esta é uma sequéncia divergente, visto que

lim @, = lim (1,1)"(3;6;8) = (3;6;8) lim (1,1)" = oo.

n—r 00 n—oo n—r 00

Biologicamente, se nenhum agente externo os interromper (ou outra fémea se interessar pela mesma
folha — o que desencadearia uma briga territorial segundo Whitham (1978)) — isso significa que os afideos
conseguiriam proliferar-se de maneira extensiva pela folha em que estivessem e as proximas geracoes

seriam capazes de migrarem para outras folhas, crescendo exponencialmente.

3.3.3. Simulagao 2

Alterando os parametros, fomos capazes de encontrar uma condi¢ao em que a sequéncia é constante,

portanto, convergente.
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Figura 8: Primeiro caso com populacao constante.

Aqui, o ntimero per capita de fémeas adultas que cada afideo mae produz, fr(1 —m), é igual a 1,
visto que temos f = 50;r = 0,05;m = 0,6;a9 = (6;6,50;7). Neste caso, de acordo com a Equagao 2.2,
entdo a, = ap,vn € N. Segundo Whitham (1978), isso significaria que o niimero de galhas por folha se
tornou muito alto (acima de trés) e cada nova geragdo nao consegue superar mais o nimero médio de

filhotes produzido. Nesse ritmo, o préximo passo no ciclo da vida desses afideos é o que se encontra na
simulagao a seguir.

3.3.4. Simulagao 3

Figura 9: Primeiro caso com baixa na populagao de afideos a cada geragao.

A Figura 9 ilustra o caso em que f = 30;7 = 0,035;m = 0,40; a9 = (14;18;23) e, consequente-
mente, fr(1 —m) = 0,63. Portanto, de maneira andloga & Simulagéo 1, temos a,, = (0,63)"(14,18,23)
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lim a, = lim
n—oo n—oo

(0,63)™(14;18;23) = (14;18;23) nh_{& (0,63)" = 0. (3.3)

Segundo o Teorema 5, a extensao de Zadeh aqui também é de Lipschitz (defina k > fr(l —m) =
0,63). De acordo com o Teorema 3, o Espago Métrico (F(R), D) é completo, logo, pelo Teorema 6,
sabemos que f possui um tnico ponto fixo. Observando a Equagao 3.3 e a Figura 9, podemos identificd-lo
facilmente como o valor zero, ou seja, biologicamente, a esse ponto nao ha mais fémeas na populagao de
afideos e, consequentemente, nao sao produzidos mais filhotes.

3.4. Segundo caso

Neste caso, adotamos uma abordagem diferente da anterior. Assim como é dificil encontrar um
valor exato e correto para o numero inicial da populagao, é dificil estimar quantos sao os que chegam ao
fim do ciclo da vida, ou seja, a mortalidade da populagao. Deste modo, decidimos representar o parametro
m como um numero fuzzy. Ao utilizar a Equagao 2.1 para calcular a,,41, terfamos como resultado um
valor fuzzy, e portanto no cédlculo de a,yo terfamos de trabalhar com uma equacao com dois nimeros
fuzzy (m e an+1), algo que nao foi contemplado neste artigo. Por esse motivo, resolvemos utilizar um
modelo de defuzzificagao segundo a Definigao 12, de modo que

o~
~

(py1 = f(m)

sendo f(m) = fr(l — m)G(a,). Note que nos gréificos das Figuras 10, 11 e 12 os valores de G(a,,)
encontram-se apenas no plano xn por se tratarem de valores em R.

3.4.1. Simulagao 4

Nesta simulacao, os parametros adotados foram os seguintes: f = 50;r = 0.04;a9 = 4;m =
(0.4;0.42;0.6). Os termos () da sequéncia sao calculados por d,11 = f(fﬁ) onde f(m) =2(1—m)G(ay,).
Como m é um numero fuzzy triangular e a fungao f(m) é linear em m, pelo Teorema 2 podemos garantir

que

o~

Gant1) = G(f(m)) = f(G(M)),

ou seja, para calcular a sequéncia de G(d,41) nao é necessério fazer a extensao de Zadeh e o processo de
Defuzzificagao a cada interacao, basta calcular a sequéncia considerando G(m) ao invés de m, economi-
zando desta forma processamento computacional, visto que calcular a extensdo de Zadeh de um ntmero

fuzzy demanda tempo, dependendo da complexidade do nimero fuzzy em questao.

As simulagoes foram feitas desconsiderando o Teorema 2, a fim de que pudéssemos visualizar
o numero fuzzy de cada geracao, mas como dito previamente, caso queira-se saber apenas o valor de
G(Gp+1), basta calcular f(G(m)), algo que, dependendo da forma de m, pode ser calculado inclusive com

uma planilha eletronica simples.
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Figura 10: Segundo caso com crescimento da populacao de afideos a cada geragao.

Observando a Figura 10, percebe-se que a populacao tende a crescer. Note que G(m) = 0,473 e
que, desta forma, fr(1—G (1)) = 1,053, assim, isso j& basta para afirmar que a sequéncia (a, 1) diverge.

Como na Figura 7, a interpretacao biolégica aqui é a mesma.

3.4.2. Simulagao 5

Figura 11: Segundo caso com populacao constante.

Nesta simulagdo, utilizamos os seguintes parametros f = 50;7 = 0,04;m = (0.4,0.5,0.6); a9 = 7.
Podemos calcular fr(1 — G(m)) = 1, consequentemente, como podemos ver na Figura 11, o valor da po-
pulacao de afideos nao se altera ao longo das geragoes, e dessa forma seu grafico e interpretagao bioldgica

se configuram de modo semelhante ao da Figura 8.



Modelagem da dinamica populacional de afideos com abordagem fuzzy 129

3.4.3. Simulagao 6

Na Figura 12, foram alterados os parametros (f = 50;r = 0,04;7 = (0.5,0.55,0.8); a9 = 21) e
encontramos algo parecido com o que visto na Figura 9.

Figura 12: Segundo caso com baixa na populacao de afideos a cada geracao.

Utilizando a Equagao 2.1, temos que G(a,+1) = fr(1—G(r))a, e como nesse caso fr(1—-G(m)) < 1
entdo G(dpn+1) é Lipschitz com constante k = G(ap), e desse modo, pela Proposigao 6 temos um Ponto
fixo. Como 0 < G(ant1) < G(ay), chegamos a mesma conclusio sobre a Figura 9, j& que f = 50;r =
0,04; 7 = (0.5,0.55,0.8); ag = 21, entdo a sequéncia a, aqui é convergente e, pelas simulagoes realizadas,

converge para o valor zero como podemos examinar na Figura 12.

4. Conclusao

A boa compreensao das propriedades de um Espaco Métrico aliados & teoria fuzzy e alguns teoremas
provados em Barros et al. (2000) possibilitaram a simulacdo de dois casos em aplicagdes biomatematicas
envolvendo a populagao de afideos.

No primeiro caso, analisamos a estabilidade do modelo de equacgoes de diferencas a partir do Teo-
rema 6 e da completude do espaco dos niimeros fuzzy. No segundo caso, foi proposto um modelo baseado
no Centro de Gravidade dos ntimeros fuzzy envolvidos e sua estabilidade analisada a partir do Teorema
2 e da andlise classica de estabilidade para equacoes de diferencas. Além disso, o Teorema 2, proposto
nesse artigo, foi util para viabilizar a obtengao dos termos da sequéncia, nao necessitando assim calcular a
Extensao de Zadeh para cada iteragao. Confirmando o que foi descrito por Whitham (1978), verificamos
durante as simulagoes (elaboradas com o software MATLAB )que mesmo com parametros definidos arbi-
trariamente, pequenas alteragoes nos parametros definidos previamente podem alterar de modo dréstico
as geragoes posteriores de afideos. Como trabalho futuro, uma sugestao seria uma generalizagao do
Teorema 2.
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