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Resumo. O objetivo deste trabalho é substituir uma equagio diferencial e um
conjunto de dados por sistemas baseados em regras fuzzy do tipo 2 interva-
lar. Inicialmente, o modelo parcialmente fuzzy (p-fuzzy) de Malthus é obtido
através de um sistema baseado em regras fuzzy do tipo 2 intervalar utilizando
o método de inferéncia de Mamdani generalizado e o método de defuzzificagao
é o centrdide generalizado; em seguida, um modelo é obtido para sete dados
populacionais do Peru no periodo de 1961 a 2016, utilizando o método de
Takagi-Sugeno-Kang. A ANFIS (Adaptative Neuro-Fuzzy Inference Systems)
é utilizada para obter o sistema baseado em regras fuzzy do tipo 1, que é
comparado com o sistema baseado em regras fuzzy do tipo 2 intervalar para
verificar qual se aproxima melhor dos dados da populagdo. Nos dois estudos,
calculamos o méximo do erro relativo em relagdo a solugdo deterministica e
em relagdo aos dados populacionais, respectivamente; o sistema baseado em
regras fuzzy do tipo 2 intervalar se aproximou melhor destes pontos do que o

sistema baseado em regras fuzzy do tipo 1.
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1. Introducao

A teoria dos conjuntos fuzzy do tipo 2 é um dos avangos recentes da
teoria dos conjuntos fuzzy. Esta abordagem pretende ampliar a eficiéncia ja
comprovada da teoria classica dos conjuntos fuzzy, atualmente conhecidos como
conjuntos fuzzy do tipo 1, para situagdes reais de tomada de decisoes (Jafelice
e Bertone, 2016). Em (Peixoto, 2005) tivemos o primeiro trabalho que apre-
sentou os sistemas parcialmente fuzzy (p-fuzzy). Nestes tipos de sistemas, as
equagoes diferenciais sao substituidas por Sistemas Baseados em Regras Fuzzy
(SBRF) nos quais a relagdo que descreve as variagoes das fungdes com as suas
respectivas varidveis de estado é descrita por uma base de regras ao invés de
equagoes diferenciais. O método de inferéncia utilizado foi o Método de Mam-
dani e o método de defuzzificagdo, o Centro de Gravidade. Em (Ferreira, 2012)
foi feito um estudo sobre aplicagoes de sistemas p-fuzzy modelando equagoes
diferenciais parciais, o método de inferéncia utilizado foi o de Takagi-Sugeno-
Kang. Ressaltando que os sistemas p-fuzzy em (Ferreira, 2012) foram obtidos
utilizando a funcao ANFIS do software Matlab. A ANFIS é uma rotina de
treinamento de sistemas de inferéncia fuzzy do tipo Takagi-Sugeno-Kang, que
utiliza um algoritmo de aprendizagem, a partir de um conjunto de dados para
determinar os parametros e as fungées de pertinéncia de um SBRF.

O trabalho é organizado da seguinte forma: os objetivos sao descritos na
proxima sec¢ao, na se¢ao 3 apresentamos os conceitos sobre conjuntos fuzzy do
tipo 2 intervalar e os métodos de inferéncia para os conjuntos fuzzy do tipo 2,
na secao 4 apresentamos o sistema p-fuzzy com conjuntos fuzzy do tipo 2 para
o modelo de Malthus, descrevemos na segao 5 o sistema p-fuzzy com conjuntos
fuzzy do tipo 2 para os dados populacionais do Peru; para finalizar temos as

conclusoes na ultima segao.

2. Objetivos

O objetivo deste trabalho é utilizar SBRF do tipo 2 intervalar em siste-
mas p-fuzzy para descrever uma melhor aproximacao & solugao deterministica
e aos dados populacionais do Peru. Apresentamos dois modelos, inicialmente
o modelo p-fuzzy de Malthus obtido através de um SBRF do tipo 2 intervalar
utilizando o método de inferéncia de Mamdani e o método de defuzzificagao

é o centréide generalizado; em seguida, o modelo p-fuzzy obtido para sete da-



Sistemas p-fuzzy utilizando conjuntos fuzzy ... 3

dos populacionais do Peru no periodo de 1961 a 2016, utilizando o método de
Takagi-Sugeno-Kang. Neste caso, o SBRF do tipo 1, que é usado para com-
parar com o SBRF do tipo 2 intervalar é obtido utilizando a ANFIS. Depois
determinamos o SBRF do tipo 2 intervalar empiricamente. Nos dois casos,
calculamos o maximo do erro relativo em relagao a solugao deterministica e em
relagao aos dados populacionais, respectivamente; o SBRF do tipo 2 intervalar
se aproximou melhor destes pontos do que o SBRF do tipo 1, com uma pequena

vantagem.

3. Preliminares

Nesta secao revisamos alguns conceitos bésicos de conjuntos fuzzy do
tipo 2, que serao usados nas préximas segoes.
Definigao: Um conjunto fuzzy tradicional ou conjunto fuzzy tipo 1, A,

definido no conjunto universo X é a funcéao

pwa X —  [0,1]

z = pa(x).

Em outras palavras, um conjunto fuzzy do tipo 1 A é dado por:
A={(z,pa(x)):z e X, pa(z) €[0,1]}.

Definiciao: Um conjunto fuzzy do tipo 2, A, definido no conjunto uni-

verso X é a funcao
ni s Xx[00 > 0,1
(z,u) - pilz,u).

Isto é,

A= {((xﬂu)vuA(xau))vau) € X x [07 1];;“‘,4(37774) € [Ov 1]}

A funcéo de pertinéncia primaria do conjunto fuzzy do tipo 1 superior e
inferior sdo denotadas por fiz(x), EZ(I), x € X, respectivamente, e definidas
em (Mendel et al., 2016):

fiz(x) = sup{ulu € [0, 1], pz(2,u) > 0},

p;(@) = inf{ulu € [0,1], pz(z, u) > 0}.
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A pertinéncia primaria é definida como I, = {u|u € [0,1], u 7(x,u) > 0}. Outro
componente importante de A é,

Jo ={(z,u)|u € [0,1], pz(z,u) > 0},
assim, se J, é conexo, entao,

Jo = {(z, u)lu € [p5(z), 7 5(x)]}-

O Dominio de Incerteza (DOU) para um conjunto fuzzy do tipo 2 é uma
unido de conjuntos (J,), dado em (Mendel et al., 2016):

DOU(A) = ] Ja
reX

A Pegada de Incerteza (FOU) é a DOU para dominios conexos, definida
em (Mendel et al., 2016):

FOU(A) = {(z,u)] z€X e u€lpz(z),az)]}

Em particular, quando p z(x,u(x)) = 1 para todo u(z) € J, ex € X, o
conjunto fuzzy é denominado conjunto fuzzy do tipo 2 intervalar.

A estrutura de blocos do SBRF do tipo 2 é apresentado na Figura 1. O
SBRF do tipo 2 é composto por cinco componentes: fuzzificador, inferéncia,
base de regras, redutor do tipo e defuzzificador. A descrigao de cada bloco do
SBRF do tipo 2 é apresentada na figura 1.

BASE DE REGRAS .
SAIDA CRISP
DEFUZZIFICADOR >
A
ENTRADA CRISP
FUZZIFICADOR
REDUTOR
DO TIPO
A
\ 4
ENTRADAS N SAIDAS
P INFERENCIA
FUZZY TIPO 2 FUZZY TIPO 2

Figura 1: Sistema baseado em regras fuzzy tipo 2 (Castillo, 2014; Castillo e
Jafelice, 2016; Rizol et al., 2011).
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Um Sistema Baseado em Regras Fuzzy do Tipo 2 Intervalar (SBRFT2I)
é um sistema fuzzy que tem pelo menos um conjunto fuzzy do tipo 2 intervalar
no antecedente ou no consequente de uma regra (Karnik e Mendel, 1999). Neste
trabalho utilizamos dois métodos de inferéncia: o de Mamdani generalizado e
o de Takagi-Sugeno-Kang. A seguir, descrevemos o SBRFT2I para cada um
dos métodos de inferéncia:

1. SBRFT2I com o Método de Inferéncia de Mamdani para o tipo 2

e Fuzzificador: Sejaz’ = (2], 2h,--- ,2]) € X1 X Xy x---x X), sendo
X; i=1,2,---,] universos dados. Cada coordenada recebe uma
imagem pela fungao de pertinéncia relacionada aos conjuntos fuzzy
do tipo 2, X; i=1,2,---,1;

e Base de Regras: a base de regras do SBRF do tipo 2 permanece
da mesma forma do tipo 1. A diferenca entre o SBRF do tipo 1 e
SBRF do tipo 2 estd na natureza das funcoes de pertinéncia;

Ry: Se xf é Al e xh é B, entdo y é C~'1;
Ry: Se z é Ay e xh é By entdo y é Co.

e Método de Inferéncia de Mamdani: o bloco de inferéncia realiza
as operagoes légicas para conjuntos do tipo 2 com base nas regras
fuzzy;

e Redutor de Tipo: o bloco redutor de tipo tem como objetivo uti-
lizar o algoritmo de Karnik-Mendel (KM) que determina o minimo

(yr) e o maximo (yr) dos centréides de conjuntos fuzzy do tipo 1;

e Defuzzificador: um método convencional de defuzzificacao é utili-
zado, por exemplo, o método do Centréide que é definido posterior-

mente.
Outros conceitos importantes nesta se¢ao sao:

e t—norma: é uma fungao 7 : [0,1] x [0,1] — [0,1] comutativa, asso-
ciativa e monétona com condigoes de fronteira Otz = 0 e 172 = .
Um exemplo de t—norma é artb = min{a,b} (Pedrycz e Gomide,
1998).

e s—norma: é uma fungdo v : [0,1] x [0,1] — [0,1] comutativa, asso-
ciativa e mondtona com condicoes de fronteira Oyzr = x e 1yz = 1.
Um exemplo de s—norma é ayb = max{a,b} (Pedrycz e Gomide,
1998).
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O método de inferéncia é uma generalizacao do que foi proposto por
Mamdani. O esquema da figura 2 descreve este método com a entrada
x' = (2}, x}). Considerando as regras, R; e Ry dadas anteriormete, com
dois antecedente e um consequente dados por um conjunto fuzzy tipo-2

intervalar.

1
EZ,(Ell)

ﬁjz(zll)
HZ2(w/1)

1
EE2($,1)

Eéz(zll) e

Figura 2: Método de inferéncia de Mamdani para um conjunto fuzzy tipo-2

intervalar utilizando a 7—norma minimo e a y—norma méximo (Rizol et al.,

2011) e (Cabrera, 2014).

Primeiro o grau de ativacao inferior e superior das regras R; e Ry sao
calculados. Calculamos

=g @) 7ug (#) e Ty =g, (@) THg, (25), n =12

Depois, a funcao de pertinéncia do resultante a partir do processo de
inferéncia é calculda:

em que,
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Observe que no esquema da figura 2 a saida obtida é um conjunto fuzzy
do tipo-2. Em seguida, é utilizado o algoritmo de Karnik-Mendel (Men-
del e Wu, 2007), para defuzzificar este conjunto. Também, é necessdrio

introduzir algumas ferramentas tedricas importantes.

O conjunto, A., um conjunto fuzzy tipo-1, é dito imerso em A se,

pi(@) <pa (o) <pz(z), zeX.

Na figura 3 é apresentado um conjunto fuzzy tipo 1, A., imerso em um

conjunto fuzzy tipo 2 intervalar A.

pi()

Conjuntos Fuzzy

Tipo 1 mergulhados

em;X

Figura 3: Conjuntos fuzzy tipo 1 imersos em conjunto fuzzy tipo 2 intervalar

A (Mendel, 2007).

Dado um conjunto fuzzy tipo 2 intervalar, g, definido em X com fungao
de pertinéncia p3(z), o centréide, C'(A), é definido como a colegao dos
centréides de todos os conjuntos fuzzy do tipo 1 imersos. Determinamos

o centréide de g, considerando um conjunto fuzzy do tipo 1 imerso A.(1)

) =
Ha. () { w(ax;) if a; > 1

definido como

em que [ é denominado o ponto switch de A.(I). Entao, estd demonstrado

em (Mendel e Wu, 2007) que ¢ (A) = rlnil\rll centroid(A.(l)) existe e o ponto
€

switch do correspondente conjunto imerso é L € N. Da mesma forma,

dado o conjunto fuzzy A.(r) definido por

) op(xy) if e <
Ha(r) = { w(x;) if ¢y >,
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em que r é o ponto switch de A.(r), cr(A) = max centroid(A.(r)) existe,
re

com R € N como um ponto switch do correspondente conjunto imerso.

Também, é mostrado em (Mendel e Wu, 2007) que

N
rifiz(z) + > xiﬁg(xi)
=1 i=L+1
N
Bilz)+ > pyxi)
i=L+1

M

-
I

centroid(Ae(l)) =

~

2

Il
-

N
ipz(zi) + D wipiz(wi)
1 1=R+1

N
pil@)+ > ma(z:)
1 i=R+1

i

!

K3

centroid(A.(r)) =

3

(2

O algoritmo de Karnik-Mendel (Mendel e Wu, 2007) determina os pon-
tos switch L e R e como uma consequéncia o centréide de A. O valor

defuzzificado do centréide é dado por:

C = ‘L tcer (3.1)
2
2. SBRFT2I com o método de inferéncia de Takagi-Sugeno-Kang
e Fuzzificador: transforma o vetor entrada x = (x1,z2, -+ ,2;) em

um conjunto fuzzy do tipo 1 ou conjuntos fuzzy do tipo 2.

e Base de Regras: a base de regras do SBRFT2I tem uma estrutura
similar como o SBRF do tipo 1. Geralmente o método de inferéncia
de Takagi-Sugeno-Kang de primeira ordem é uma base de regras de
k regras, cada uma tendo [ antecedentes. A i—ésima regra pode ser
expressa como:

R': Se z; égi e...eqy égf entdao Y = D} + Dixy + ...+ Dixy;
i=1,...,k. Os consequentes D;- (j =1,...,1) sdo conjuntos fuzzy
do tipo 1; Y", a saida da i—ésima regra é também um conjunto
fuzzy do tipo 1 (porque é uma combinagao linear de conjuntos fuzzy
do tipo 1); e Eﬁ, (n=1,...,1) s@o conjuntos fuzzy antecedentes do

tipo 2.

e Método de Inferéncia de Takagi-Sugeno-Kang: Esta pesquisa
também utiliza método inferéncia de Takagi-Sugeno-Kang tipo 2
com uma entrada, o consequente na i—ésima regra é Y = D{+Diz,

sendo i = 1,2,3. Seja D{ = [c} — a},ch + al] e Di = [¢} —al,ct +
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al] em que ¢} e ¢} sdo centros; af e a} sdo amplitudes de D} e
D¢, respectivamente. Considerando SBRFT2I com uma entrada,

obtemos

o' = [Qz,az] = [Hﬁll (:171)7ﬂg11 (l’l)]

O consequente ¢ dado por Y = [Y}, Y4], que é expresso por:
Y =clay + ¢ —al|x| — al;
Yé = c’i.:z:l + cé +al. |z | + aé.

Utilizando o algoritmo de Karnik-Mendel (Mendel e Wu, 2007) de-

terminamos:
3 iy
C, — 2 Y)
L — 3 P
Zi:1 @
3 i
C Zi:l o YR
R 3
21‘:1 «
Cr+C
e Defuzzificador: O valor defuzzificado é dado por C' = %.

4. Sistema p-fuzzy do tipo 2 para o modelo de
Malthus

O modelo continuo de Mathus é dado por

dP
— =aP(t
a P (4.2)
P(0) =Py
cuja solugao de (4.2) é dada por P(t) = Pye™, em que o é uma taxa de

crescimento constante. Em (Barros e Bassanezi, 2016) é apresentado o sistema
p-fuzzy do tipo 1 para o modelo de Malthus tendo como varidvel de entrada (P)
e variavel de saida (dd];> . Utilizamos integragao numérica, Regra do Trapézio,
para obter o proximo valor da populagao. Inspirados neste sistema, construimos
o SBRFT2I. Os graficos das funcoes de pertinéncia da variavel de entrada e de
saida, populacao e —, sao apresentados nas figuras 4 e 5, respectivamente.

Os termos linguisticos das duas varidveis linguisticas sao: muito baixa, baixa,
média e alta.
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muito baixa baixa  média alta muito baixa  baixa media alta

grau de pertinéncia
o o o
&
grau de pertinéncia

50 100 150 200 250
Populago

Figura 4: Funcoes de pertinéncia da Figura 5: Fungoes de pertinéncia da

variavel linguistica de entrada. variavel linguistica de saida.

A base de regras fuzzy é dada por:
. P . . dP .
Se a populagao (P) é muito baixa entao ’ é muito baixa;
- o . dP .
Se a populagao (P) é baixa entao il baixa;
- AP . ap
Se a populagao (P) é média entao o ¢ média;

dpP
Se a populagao (P) é alta entao oy é alta.

O método de inferéncia que utilizamos é o de Mamdani generalizado.
Também, utilizamos integragao numérica, Regra do Trapézio, para obter o
préximo valor da populagao. Na Figura 6 sao apresentados os gréaficos da
solugao deterministica, da curva da populacao em funcao do tempo obtida pelo
p-fuzzy do tipo 1 e da curva da populagao em funcao do tempo obtida pelo

p-fuzzy do tipo 2.
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250

Malthus p—fuzzy do tipo 1
Malthus deterministico
= em Malthus p—fuzzy do tipo 2

200 [

populagéo (P)
e
a
o

.
Q
=]

50

tempo (t)

Figura 6: Populagao em fungao do tempo.

O sistema p-fuzzy obtido pelo SBRF do tipo 1 para o Modelo de Malthus
tem o maximo erro relativo em relagao a solugao deterministica em todo ins-

tante estudado é igual a 1.038, enquanto o SBRF do tipo 2 intervalar tem 0.819.

5. Sistema p-fuzzy do tipo 2 para dados popula-

cionais do Peru

A partir de dados coletados nos tltimos censos da populagdo do Peru de
1961 a 2016, Tabela 1, determinamos o SBRF do tipo 1 através da ANFIS.

Tabela 1: Dados da populagao do Peru

Ano | Populacao (milhges)
1961 10.420357
1972 14.121564
1981 17.762231
1993 22.639443
2007 28.220764
2013 30.475000
2016 31.488655

O SBRF do tipo 1 tem como varidvel de entrada (p) com suporte [10.43, 31.98]

em milhoes de habitantes e varidavel de saida (if) A ANFIS utiliza o
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método de inferéncia de Takagi-Sugeno-Kang e calculamos o préximo valor
da populagdo (P), com integragdo numérica, aplicando a Regra de Simpson.
Construimos o SBRFT2I baseado no SBRF do tipo 1. Os gréficos da figura
7 sao das funcoes de pertinéncia da variavel de entrada, populacao; os termos

linguisticos sao baixa, média e alta.

baixa media alta

grau de pertinéncia

. . . . . . .
12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32
Populagéo (p)

Figura 7: Funcoes de pertinéncia da varidvel linguistica de entrada.

A base de regras fuzzy é dada por:

Se a populagéo (p) é baixa entao [0.128,0.172] +[0.01,0.039]p;
Se a populagao (p) é média entao [0.4331,0.6069] +]-0.011521,-0.001521]p;
Se a populagéo (p) é alta entao [0.9169,1.0831] +[-0.03914,0.00086]p.

O método de inferéncia que utilizamos é o de inferéncia de Takagi-
Sugeno-Kang, apresentado na se¢ao 3. Também, utilizamos integragdo numérica,
Regra de Simpson, para obter o proximo valor da populagao. Na figura 8 sao
apresentados os dados da populacao do Peru, e os graficos das curvas da po-
pulagdo em fungdo do tempo obtida pelo p-fuzzy do tipo 1 e do tipo 2. Através
deste estudo podemos estimar os valores da populagdao todo o ano porque a

simulacao é realizada com espacamento h = 1.
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35

*  Dados
= = = Modelo p-fuzzy do tipo 1
Modelo p-fuzzy do tipo 2 =

30

populagéo (p)
)
o
T

N
=]
T

15

10
0

Figura 8: Populagao(milhées) em func¢do dos anos.

O sistema p-fuzzy obtido pelo SBRF do tipo 1 para os dados da po-
pulagdo do Peru através da ANFIS tem o méximo erro relativo nos instantes
calculados em relagao aos dados de 0.0255, enquanto o SBRFT2I tem 0.0205.

6. Conclusoes

Os sistemas p-fuzzy do tipo 2 intervalar obtiveram uma melhor apro-
ximagao da solugao deterministica no modelo de Malthus e dos dados popu-
lacionais do Peru, quando determinamos o maximo erro relativo nos instantes
calculados. Ressaltamos que a ANFIS utiliza um algoritmo de aprendizagem
para identificar, a partir de dados, os parametros e funcgoes de pertinéncias do
SBRF com o método de inferéncia de Takagi-Sugeno-Kang. Assim, mesmo o
SBRF do tipo 1 sendo obtido através de uma rotina de treinamento; o SBRF

do tipo 2 intervalar ainda se aproximou melhor dos dados.
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