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Resumo. O objetivo deste trabalho é substituir uma equação diferencial e um

conjunto de dados por sistemas baseados em regras fuzzy do tipo 2 interva-

lar. Inicialmente, o modelo parcialmente fuzzy (p-fuzzy) de Malthus é obtido

através de um sistema baseado em regras fuzzy do tipo 2 intervalar utilizando

o método de inferência de Mamdani generalizado e o método de defuzzificação

é o centróide generalizado; em seguida, um modelo é obtido para sete dados

populacionais do Peru no peŕıodo de 1961 a 2016, utilizando o método de

Takagi-Sugeno-Kang. A ANFIS (Adaptative Neuro-Fuzzy Inference Systems)

é utilizada para obter o sistema baseado em regras fuzzy do tipo 1, que é

comparado com o sistema baseado em regras fuzzy do tipo 2 intervalar para

verificar qual se aproxima melhor dos dados da população. Nos dois estudos,

calculamos o máximo do erro relativo em relação a solução determińıstica e

em relação aos dados populacionais, respectivamente; o sistema baseado em

regras fuzzy do tipo 2 intervalar se aproximou melhor destes pontos do que o

sistema baseado em regras fuzzy do tipo 1.
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1. Introdução

A teoria dos conjuntos fuzzy do tipo 2 é um dos avanços recentes da

teoria dos conjuntos fuzzy. Esta abordagem pretende ampliar a eficiência já

comprovada da teoria clássica dos conjuntos fuzzy, atualmente conhecidos como

conjuntos fuzzy do tipo 1, para situações reais de tomada de decisões (Jafelice

e Bertone, 2016). Em (Peixoto, 2005) tivemos o primeiro trabalho que apre-

sentou os sistemas parcialmente fuzzy (p-fuzzy). Nestes tipos de sistemas, as

equações diferenciais são substitúıdas por Sistemas Baseados em Regras Fuzzy

(SBRF) nos quais a relação que descreve as variações das funções com as suas

respectivas variáveis de estado é descrita por uma base de regras ao invés de

equações diferenciais. O método de inferência utilizado foi o Método de Mam-

dani e o método de defuzzificação, o Centro de Gravidade. Em (Ferreira, 2012)

foi feito um estudo sobre aplicações de sistemas p-fuzzy modelando equações

diferenciais parciais, o método de inferência utilizado foi o de Takagi-Sugeno-

Kang. Ressaltando que os sistemas p-fuzzy em (Ferreira, 2012) foram obtidos

utilizando a função ANFIS do software Matlab. A ANFIS é uma rotina de

treinamento de sistemas de inferência fuzzy do tipo Takagi-Sugeno-Kang, que

utiliza um algoritmo de aprendizagem, a partir de um conjunto de dados para

determinar os parâmetros e as funções de pertinência de um SBRF.

O trabalho é organizado da seguinte forma: os objetivos são descritos na

próxima seção, na seção 3 apresentamos os conceitos sobre conjuntos fuzzy do

tipo 2 intervalar e os métodos de inferência para os conjuntos fuzzy do tipo 2,

na seção 4 apresentamos o sistema p-fuzzy com conjuntos fuzzy do tipo 2 para

o modelo de Malthus, descrevemos na seção 5 o sistema p-fuzzy com conjuntos

fuzzy do tipo 2 para os dados populacionais do Peru; para finalizar temos as

conclusões na última seção.

2. Objetivos

O objetivo deste trabalho é utilizar SBRF do tipo 2 intervalar em siste-

mas p-fuzzy para descrever uma melhor aproximação à solução determińıstica

e aos dados populacionais do Peru. Apresentamos dois modelos, inicialmente

o modelo p-fuzzy de Malthus obtido através de um SBRF do tipo 2 intervalar

utilizando o método de inferência de Mamdani e o método de defuzzificação

é o centróide generalizado; em seguida, o modelo p-fuzzy obtido para sete da-
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dos populacionais do Peru no peŕıodo de 1961 a 2016, utilizando o método de

Takagi-Sugeno-Kang. Neste caso, o SBRF do tipo 1, que é usado para com-

parar com o SBRF do tipo 2 intervalar é obtido utilizando a ANFIS. Depois

determinamos o SBRF do tipo 2 intervalar empiricamente. Nos dois casos,

calculamos o máximo do erro relativo em relação a solução determińıstica e em

relação aos dados populacionais, respectivamente; o SBRF do tipo 2 intervalar

se aproximou melhor destes pontos do que o SBRF do tipo 1, com uma pequena

vantagem.

3. Preliminares

Nesta seção revisamos alguns conceitos básicos de conjuntos fuzzy do

tipo 2, que serão usados nas próximas seções.

Definição: Um conjunto fuzzy tradicional ou conjunto fuzzy tipo 1, A,

definido no conjunto universo X é a função

µA : X → [0, 1]

x → µA(x).

Em outras palavras, um conjunto fuzzy do tipo 1 A é dado por:

A = {(x, µA(x)) : x ∈ X,µA(x) ∈ [0, 1]} .

Definição: Um conjunto fuzzy do tipo 2, Ã, definido no conjunto uni-

verso X é a função

µÃ : X × [0, 1] → [0, 1]

(x, u) → µÃ(x, u).

Isto é,

Ã = {((x, u), µÃ(x, u))|(x, u) ∈ X × [0, 1], µÃ(x, u) ∈ [0, 1]} .

A função de pertinência primária do conjunto fuzzy do tipo 1 superior e

inferior são denotadas por µ
Ã
(x), µ

Ã
(x), x ∈ X, respectivamente, e definidas

em (Mendel et al., 2016):

µ
Ã
(x) = sup{u|u ∈ [0, 1], µ

Ã
(x, u) > 0},

µ
Ã
(x) = inf{u|u ∈ [0, 1], µ

Ã
(x, u) > 0}.
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A pertinência primária é definida como Ix = {u|u ∈ [0, 1], µ
Ã
(x, u) > 0}. Outro

componente importante de Ã é,

Jx = {(x, u)|u ∈ [0, 1], µ
Ã
(x, u) > 0},

assim, se Jx é conexo, então,

Jx = {(x, u)|u ∈ [µ
Ã
(x), µ

Ã
(x)]}.

O Domı́nio de Incerteza (DOU) para um conjunto fuzzy do tipo 2 é uma

união de conjuntos (Jx), dado em (Mendel et al., 2016):

DOU(Ã) =
⋃

x∈X

Jx

A Pegada de Incerteza (FOU) é a DOU para domı́nios conexos, definida

em (Mendel et al., 2016):

FOU(Ã) = {(x, u)| x ∈ X e u ∈ [µ
Ã
(x), µ

Ã
(x)]},

Em particular, quando µ
Ã
(x, u(x)) = 1 para todo u(x) ∈ Jx e x ∈ X, o

conjunto fuzzy é denominado conjunto fuzzy do tipo 2 intervalar.

A estrutura de blocos do SBRF do tipo 2 é apresentado na Figura 1. O

SBRF do tipo 2 é composto por cinco componentes: fuzzificador, inferência,

base de regras, redutor do tipo e defuzzificador. A descrição de cada bloco do

SBRF do tipo 2 é apresentada na figura 1.

Figura 1: Sistema baseado em regras fuzzy tipo 2 (Castillo, 2014; Castillo e

Jafelice, 2016; Rizol et al., 2011).
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Um Sistema Baseado em Regras Fuzzy do Tipo 2 Intervalar (SBRFT2I)

é um sistema fuzzy que tem pelo menos um conjunto fuzzy do tipo 2 intervalar

no antecedente ou no consequente de uma regra (Karnik e Mendel, 1999). Neste

trabalho utilizamos dois métodos de inferência: o de Mamdani generalizado e

o de Takagi-Sugeno-Kang. A seguir, descrevemos o SBRFT2I para cada um

dos métodos de inferência:

1. SBRFT2I com o Método de Inferência de Mamdani para o tipo 2

• Fuzzificador: Seja x′ = (x′

1, x
′

2, · · · , x
′

l) ∈ X1×X2×· · ·×Xl, sendo

Xi i = 1, 2, · · · , l universos dados. Cada coordenada recebe uma

imagem pela função de pertinência relacionada aos conjuntos fuzzy

do tipo 2, X̃i i = 1, 2, · · · , l;

• Base de Regras: a base de regras do SBRF do tipo 2 permanece

da mesma forma do tipo 1. A diferença entre o SBRF do tipo 1 e

SBRF do tipo 2 está na natureza das funções de pertinência;

R1: Se x′

1 é Ã1 e x′

2 é B̃1 então y é C̃1;

R2: Se x′

1 é Ã2 e x′

2 é B̃2 então y é C̃2.

• Método de Inferência de Mamdani: o bloco de inferência realiza

as operações lógicas para conjuntos do tipo 2 com base nas regras

fuzzy;

• Redutor de Tipo: o bloco redutor de tipo tem como objetivo uti-

lizar o algoritmo de Karnik-Mendel (KM) que determina o mı́nimo

(yL) e o máximo (yR) dos centróides de conjuntos fuzzy do tipo 1;

• Defuzzificador: um método convencional de defuzzificação é utili-

zado, por exemplo, o método do Centróide que é definido posterior-

mente.

Outros conceitos importantes nesta seção são:

• t−norma: é uma função τ : [0, 1] × [0, 1] → [0, 1] comutativa, asso-

ciativa e monótona com condições de fronteira 0τx = 0 e 1τx = x.

Um exemplo de t−norma é aτb = min{a, b} (Pedrycz e Gomide,

1998).

• s−norma: é uma função γ : [0, 1] × [0, 1] → [0, 1] comutativa, asso-

ciativa e monótona com condições de fronteira 0γx = x e 1γx = 1.

Um exemplo de s−norma é aγb = max{a, b} (Pedrycz e Gomide,

1998).
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O método de inferência é uma generalização do que foi proposto por

Mamdani. O esquema da figura 2 descreve este método com a entrada

x′ = (x′

1, x
′

2). Considerando as regras, R1 e R2 dadas anteriormete, com

dois antecedente e um consequente dados por um conjunto fuzzy tipo-2

intervalar.

Figura 2: Método de inferência de Mamdani para um conjunto fuzzy tipo-2

intervalar utilizando a τ−norma mı́nimo e a γ−norma máximo (Rizol et al.,

2011) e (Cabrera, 2014).

Primeiro o grau de ativação inferior e superior das regras R1 e R2 são

calculados. Calculamos

f
n
= µ

Ãn

(x′

1) τ µB̃n

(x′

2) e fn = µ
Ãn

(x′

1) τ µB̃n

(x′

2), n = 1, 2.

Depois, a função de pertinência do resultante a partir do processo de

inferência é calculda:

µ
S̃
(y) = [s1(y) γ s2(y), s1(y) γ s2(y)],

em que,

sn = f
n
τ µ

C̃n

(y) e sn = fn τ µC̃n

(y), n = 1, 2.
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Observe que no esquema da figura 2 a sáıda obtida é um conjunto fuzzy

do tipo-2. Em seguida, é utilizado o algoritmo de Karnik-Mendel (Men-

del e Wu, 2007), para defuzzificar este conjunto. Também, é necessário

introduzir algumas ferramentas teóricas importantes.

O conjunto, Ae, um conjunto fuzzy tipo-1, é dito imerso em Ã se,

µ
Ã
(x) ≤ µAe

(x) ≤ µ
Ã
(x), x ∈ X.

Na figura 3 é apresentado um conjunto fuzzy tipo 1, Ae, imerso em um

conjunto fuzzy tipo 2 intervalar Ã.

Figura 3: Conjuntos fuzzy tipo 1 imersos em conjunto fuzzy tipo 2 intervalar

Ã (Mendel, 2007).

Dado um conjunto fuzzy tipo 2 intervalar, Ã, definido em X com função

de pertinência µ
Ã
(x), o centróide, C(Ã), é definido como a coleção dos

centróides de todos os conjuntos fuzzy do tipo 1 imersos. Determinamos

o centróide de Ã, considerando um conjunto fuzzy do tipo 1 imerso Ae(l)

definido como

µAe
(l) =

{
µ(xi) if xi ≤ l

µ(xi) if xi > l

em que l é denominado o ponto switch de Ae(l). Então, está demonstrado

em (Mendel e Wu, 2007) que cL(Ã) = min
l∈N

centroid(Ae(l)) existe e o ponto

switch do correspondente conjunto imerso é L ∈ N. Da mesma forma,

dado o conjunto fuzzy Ae(r) definido por

µAe
(r) =

{
µ(xi) if xi ≤ r

µ(xi) if xi > r,
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em que r é o ponto switch de Ae(r), cR(Ã) = max
r∈N

centroid(Ae(r)) existe,

com R ∈ N como um ponto switch do correspondente conjunto imerso.

Também, é mostrado em (Mendel e Wu, 2007) que

centroid(Ae(l)) =

L∑
i=1

xiµÃ
(xi) +

N∑
i=L+1

xiµÃ
(xi)

L∑
i=1

µ
Ã
(xi) +

N∑
i=L+1

µ
Ã
(xi)

.

centroid(Ae(r)) =

R∑
i=1

xiµÃ
(xi) +

N∑
i=R+1

xiµÃ
(xi)

R∑
i=1

µ
Ã
(xi) +

N∑
i=R+1

µ
Ã
(xi)

.

O algoritmo de Karnik-Mendel (Mendel e Wu, 2007) determina os pon-

tos switch L e R e como uma consequência o centróide de Ã. O valor

defuzzificado do centróide é dado por:

C =
cL + cR

2
. (3.1)

2. SBRFT2I com o método de inferência de Takagi-Sugeno-Kang

• Fuzzificador: transforma o vetor entrada x = (x1, x2, · · · , xl) em

um conjunto fuzzy do tipo 1 ou conjuntos fuzzy do tipo 2.

• Base de Regras: a base de regras do SBRFT2I tem uma estrutura

similar como o SBRF do tipo 1. Geralmente o método de inferência

de Takagi-Sugeno-Kang de primeira ordem é uma base de regras de

k regras, cada uma tendo l antecedentes. A i−ésima regra pode ser

expressa como:

Ri: Se x1 é Ãi
1 e . . . e xl é Ãi

l então Y i = Di
0 +Di

1x1 + . . .+Di
lxl;

i = 1, . . . , k. Os consequentes Di
j (j = 1, . . . , l) são conjuntos fuzzy

do tipo 1; Y i, a sáıda da i−ésima regra é também um conjunto

fuzzy do tipo 1 (porque é uma combinação linear de conjuntos fuzzy

do tipo 1); e Ãi
n (n = 1, . . . , l) são conjuntos fuzzy antecedentes do

tipo 2.

• Método de Inferência de Takagi-Sugeno-Kang: Esta pesquisa

também utiliza método inferência de Takagi-Sugeno-Kang tipo 2

com uma entrada, o consequente na i−ésima regra é Y i = Di
0+Di

1x1,

sendo i = 1, 2, 3. Seja Di
0 = [ci0 − ai0, c

i
0 + ai0] e Di

1 = [ci1 − ai1, c
i
1 +
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ai1] em que ci0 e ci1 são centros; ai0 e ai1 são amplitudes de Di
0 e

Di
1, respectivamente. Considerando SBRFT2I com uma entrada,

obtemos

αi = [αi, αi] = [µ
Ãi

1

(x1), µÃi

1

(x1)].

O consequente é dado por Y i = [Y i
L, Y

i
R], que é expresso por:

Y i
L = ci1.x1 + ci0 − ai1.|x1| − ai0;

Y i
R = ci1.x1 + ci0 + ai1.|x1|+ ai0.

Utilizando o algoritmo de Karnik-Mendel (Mendel e Wu, 2007) de-

terminamos:

CL =

∑3

i=1
αi.Y i

L∑3

i=1
αi

;

CR =

∑3

i=1
αi.Y i

R∑3

i=1
αi

• Defuzzificador: O valor defuzzificado é dado por C =
CL + CR

2
.

4. Sistema p-fuzzy do tipo 2 para o modelo de

Malthus

O modelo cont́ınuo de Mathus é dado por



dP

dt
= αP (t)

P (0) = P0

(4.2)

cuja solução de (4.2) é dada por P (t) = P0e
αt, em que α é uma taxa de

crescimento constante. Em (Barros e Bassanezi, 2016) é apresentado o sistema

p-fuzzy do tipo 1 para o modelo de Malthus tendo como variável de entrada (P )

e variável de sáıda

(
dP

dt

)
. Utilizamos integração numérica, Regra do Trapézio,

para obter o próximo valor da população. Inspirados neste sistema, constrúımos

o SBRFT2I. Os gráficos das funções de pertinência da variável de entrada e de

sáıda, população e
dP

dt
, são apresentados nas figuras 4 e 5, respectivamente.

Os termos lingúısticos das duas variáveis lingúısticas são: muito baixa, baixa,

média e alta.
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Figura 4: Funções de pertinência da

variável lingúıstica de entrada.
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Figura 5: Funções de pertinência da

variável lingúıstica de sáıda.

A base de regras fuzzy é dada por:

Se a população (P ) é muito baixa então
dP

dt
é muito baixa;

Se a população (P ) é baixa então
dP

dt
é baixa;

Se a população (P ) é média então
dP

dt
é média;

Se a população (P ) é alta então
dP

dt
é alta.

O método de inferência que utilizamos é o de Mamdani generalizado.

Também, utilizamos integração numérica, Regra do Trapézio, para obter o

próximo valor da população. Na Figura 6 são apresentados os gráficos da

solução determińıstica, da curva da população em função do tempo obtida pelo

p-fuzzy do tipo 1 e da curva da população em função do tempo obtida pelo

p-fuzzy do tipo 2.
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Figura 6: População em função do tempo.

O sistema p-fuzzy obtido pelo SBRF do tipo 1 para o Modelo de Malthus

tem o máximo erro relativo em relação a solução determińıstica em todo ins-

tante estudado é igual a 1.038, enquanto o SBRF do tipo 2 intervalar tem 0.819.

5. Sistema p-fuzzy do tipo 2 para dados popula-

cionais do Peru

A partir de dados coletados nos últimos censos da população do Peru de

1961 a 2016, Tabela 1, determinamos o SBRF do tipo 1 através da ANFIS.

Tabela 1: Dados da população do Peru

Ano População (milhões)

1961 10.420357

1972 14.121564

1981 17.762231

1993 22.639443

2007 28.220764

2013 30.475000

2016 31.488655

O SBRF do tipo 1 tem como variável de entrada (p) com suporte [10.43, 31.98]

em milhões de habitantes e variável de sáıda

(
∆p

∆t

)
. A ANFIS utiliza o
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método de inferência de Takagi-Sugeno-Kang e calculamos o próximo valor

da população (P ), com integração numérica, aplicando a Regra de Simpson.

Constrúımos o SBRFT2I baseado no SBRF do tipo 1. Os gráficos da figura

7 são das funções de pertinência da variável de entrada, população; os termos

lingúısticos são baixa, média e alta.
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Figura 7: Funções de pertinência da variável lingúıstica de entrada.

A base de regras fuzzy é dada por:

Se a população (p) é baixa então [0.128,0.172] +[0.01,0.039]p;

Se a população (p) é média então [0.4331,0.6069] +[-0.011521,-0.001521]p;

Se a população (p) é alta então [0.9169,1.0831] +[-0.03914,0.00086]p.

O método de inferência que utilizamos é o de inferência de Takagi-

Sugeno-Kang, apresentado na seção 3. Também, utilizamos integração numérica,

Regra de Simpson, para obter o próximo valor da população. Na figura 8 são

apresentados os dados da população do Peru, e os gráficos das curvas da po-

pulação em função do tempo obtida pelo p-fuzzy do tipo 1 e do tipo 2. Através

deste estudo podemos estimar os valores da população todo o ano porque a

simulação é realizada com espaçamento h = 1.
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Figura 8: População(milhões) em função dos anos.

O sistema p-fuzzy obtido pelo SBRF do tipo 1 para os dados da po-

pulação do Peru através da ANFIS tem o máximo erro relativo nos instantes

calculados em relação aos dados de 0.0255, enquanto o SBRFT2I tem 0.0205.

6. Conclusões

Os sistemas p-fuzzy do tipo 2 intervalar obtiveram uma melhor apro-

ximação da solução determińıstica no modelo de Malthus e dos dados popu-

lacionais do Peru, quando determinamos o máximo erro relativo nos instantes

calculados. Ressaltamos que a ANFIS utiliza um algoritmo de aprendizagem

para identificar, a partir de dados, os parâmetros e funções de pertinências do

SBRF com o método de inferência de Takagi-Sugeno-Kang. Assim, mesmo o

SBRF do tipo 1 sendo obtido através de uma rotina de treinamento; o SBRF

do tipo 2 intervalar ainda se aproximou melhor dos dados.
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