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Resumo. O modelo de Loreau-Thébault (2003) foi elaborado para investi-
gar o efeito da biodiversidade sobre processos ecossistémicos (BFE). Projecoes
obtidas a partir desse modelo jé estao sendo alvo de testes empiricos, mas
uma compreensao mais consistente do comportamento do modelo ainda ca-
rece de estudos. Portanto, o presente estudo apresenta a andlise da estabili-
dade local das solucoes desse modelo. O sistema de equagOes apresenta trés
solugoes, sendo que as suas expressoes analiticas foram obtidas e sdo apresen-
tadas. Os resultados revelam qualitativamente que, em resposta a variagao de
um parametro, as solugdes podem se cruzar e trocar estabilidade (bifurcagoes
transcriticas), sendo observado a seguinte sequéncia para as regides estdveis
das solugoes: solugao com apenas nutrientes no sistema; solucao com nutri-
entes e populagao de plantas; solucdo com nutrientes, populacao de plantas
e de herbivoros. As expressoes analiticas das bifurcacGes para cada um dos
parametros do modelo foram obtidas e sao apresentadas. Esses resultados con-
tribuem para uma compreensao mais clara do comportamento das solugoes do
modelo de Loreau-Thébault, permitindo que o seu emprego como um bloco

tedrico da pequisa em BEF seja feito em um contexto tedrico mais esclarecido.
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1. Introducao

Tradicionalmente, em ecologia, a biodiversidade (ou diversidade biol6gica)
tem sido estudada como uma varidvel resposta a processos e mudangas nos
fatores ambientais abidticos (Loreau, 1998). O histérico dos estudos que bus-
cam encontrar padroes na distribuicao da diversidade de espécies remontam
a prépria histéria da ecologia (Maclaurin e Sterelny, 2008). Somente depois
da constatacao da exacerbada taxa de extingao atual foi que houve um esforco
para buscar entender os potenciais efeitos da biodiversidade, como uma varidvel
independente, sobre o funcionamento dos ecossistemas (Ebenman, 2011). De
acordo com Caliman et al. (2009), a literatura cientifica em BFE (Biodiversi-
dade e Funcionamento de Ecossistemas) tem crescido consistentemente desde
a década de 1990.

A primeira década de desenvolvimento da pequisa em BFE foi marcada
por amplos debates, rendendo a conciliagao de esforgos empiricos e tedricos
marcantes para a ecologia (Bengtsson, 1998; Naecem, 2002; Loreau et al., 2002).
Passadas duas décadas de investigacao e debate, a relagao positiva entre biodi-
versidade e o funcionamento de ecossistemas se consolidou como um dos mais
recentes paradigmas da ecologia (Naeem, 2002).

Além dos modelos conceituais que constituiram as principais hipdteses
iniciais de pesquisa em BFE (Loreau, 2001), a resposta dos ecossistemas &
diversidade de espécies também tem sido investigada através de modelos ma-
temdticos (Loreau, 1998; Thébault e Loreau, 2003; Goudard e Loreau, 2008).
Tais estudos tém ajudado a entender a relacao diversidade versus processos
ecossistémicos e tém produzido hipdteses tteis para este fim, direcionando e
otimizando esfor¢os empiricos (Filip et al., 2014). Modelos tradicionais, do
tipo Lotka-Volterra, sdo empregados em alguns casos (e.g. Worm et al., 2002),
mas o modelo ecossistémico disponibilizado por Loreau (1996, 1998) foi de-
senvolvido especificamente para BFE. Ele tem sido expandido e empregado
para estudar mecanisticamente a influéncia de interagoes tréficas (Thébault e
Loreau, 2003, 2005) e nao tréficas (Goudard e Loreau, 2008) na dindmica de
processos ecossistémicos hipotéticos.

Apesar de constituir um dos blocos tedricos em BFE, sendo empregado
em exploragoes e sinteses tedricas (Filip et al., 2014; Loreau, 2010), as propri-
edades dinamicas bésicas do modelo de Loreau e suas variagbes permanecem
pouco estudadas. Loreau (1996), quando propos o modelo, analisou a coe-

xisténcia de cadeias tréficas e também verificou que existem solucoes estdveis
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para um numero arbitrario de plantas e herbivoros. Entretanto, a natureza
dessa estabilidade das solugoes nao foi estudada por Loreau nem por trabalhos

subsequentes.

De acordo com Hastings (2001), oscilagbes sdo uma propriedade im-
portante dos sistemas ecolégicos e podem afetar a persisténcia de espécies e
também influenciar a resposta do sistema a perturbagoes (Sherratt et al., 1997;
Ims et al., 2008; Ims e Fuglei, 2005). Portanto, existe uma lacuna na litera-
tura sobre um aspecto relevante do comportamento das solugoes do modelo
de Loreau. Neste contexto, no presente estudo eu analisei o comportamento
das solugoes da versao do modelo de Loreau disponivel em Thébault e Loreau
(2003), lancando méao das técnicas de andlise de estabilidade local para sistemas
dindmicos. Com isso, espero contribuir para uma maior consisténcia tedrica no

emprego do modelo ecossistémico de Loreau e suas variagoes.

2. O modelo de Loreau-Thébault

O modelo consiste de um sistema de equagoes diferenciais ordinérias aco-
pladas que simula um ecossistema com um nutriente limitante (R(t)), plantas
(P(t)) e herbivoros (H(t)). Para facilitar as manipulagtes analiticas, empreguei
uma versao reduzida do modelo e nao considerarei o nivel tréfico dos carnivoros
em no presente estudo. No compartimento do solo, o nutriente limitante chega
até a zona de contato com as raizes das plantas (L(t)) a uma taxa k. Uma vez
em contato com as raizes, ele é absorvido e convertido em biomassa de plantas
a uma taxa a. Através de herbivoria (coeficiente b no modelo), o nutriente
pode passar da biomassa das plantas para a biomassa dos herbivoros. Através
de processos biolégicos, como mortalidade ou perda de folhas pelas plantas,
o nutriente pode deixar a biomassa das plantas e herbivoros e voltar para o
solo (pardmetros m e d). Parte do nutriente é perdida pelo ecossistema local
(pardmetros Ap e Ag) e outra parte ((1—Ap) e (1 —Ap)) é reciclada, voltando
a compor o pool de nutriente local. Finalmente, nas fronteiras do ecossistema,
o nutriente flui entre o estoque local e seus vizinhos a uma taxa Ar. De acordo
com o exposto por Loreau (1996, 1998), o ecossistema simulado tem apenas
um nutriente limitante e a dindmica da biomassa na populacao de plantas e
de herbivoros pode ser modelada a partir desse nutriente. Tal sistema é re-

presentado na figura 1 e pode ser expresso pelo seguinte sistema de equagoes
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diferenciais ordindrias (Eq. 2.1):

dR 1% 1 1
= =Xg(Ro—R)— ‘LE(R—L)+ —(1 = Ap)mP + —(1 — Ag)
& R v

(2.1)
Em que, além das varidveis e parametros ja mencionados, Vp e Vg sao,
respectivamente, os volumes da biomassa de plantas e de nutrientes no solo e

Ry é a concentragao de nutriente nos ecossistemas vizinhos.
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Figura 1: Diagrama de fluxo do modelo de Thébault-Loreau. Os compar-
timentos representam a biomassa das populagdes de plantas e herbivoros, a
concentracdo de nutrientes na zona de absorgdo das raizes e no solo (respec-
tivamente: P =plantas, H =herbivoros, L =zona de absorcao de nutrientes
e R =nutriente). As taxas (absorgdo e conversdo de nutriente em biomassa
de plantas e herbivoros, perda de biomassa por essas populacoes e reciclagem
local do nutriente limitante) estdo representadas pelas setas, com a inscri¢ao

dos parametros que as simulam nas equagoes do modelo.
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Existem trés solugoes biologicamente relevantes para este sistema: S1 =
(R,L,0,0), S2 = (R,L,P,0) e S3 = (R, L, P, H)(veja figura 3). No primeiro
caso nao existem plantas (nem herbivoros) no sistema e a concentragdo de

nutriente no compartimento abidtico entra em equilibrio no ponto (Eq. 2.2):

R =Ry
L =R (2.2)
P =0
H =0

A segunda solugao (S2) representa o caso em que a populagdo de plantas
e seu recurso existem no sistema na auséncia de herbivoros. Ele é descrito pelo
ponto (Eq. 2.3):

A kmVpAp + aRogVrAR

R
(VR/\R + k‘Vp/\P)a
L ==
a
(2.3)
~ (aRo - m)kVpVR)\R
a (VR)\R + k‘Vp)\p)am
H =0

R, L e P devem apresentar valores positivos para que haja sentido biolégico.
Portanto, para a expressao de ]5, verifica-se a condicao aRy > m. Isso significa
que a taxa de incorporagio e conversao do nutriente limitante em biomassa (a),
combinada com o fluxo de entrada de nutriente no ecossistema (I), deve ser
maior do que a taxa de conversao de biomassa em matéria organica morta (m),
combinada com o fluxo de saida de nutriente do ecossistema. Caso contrario,
P iguala a zero, significando a extincao da populacao de plantas. A solucao

53 representa o ponto fixo interior do sistema dinamico, coexistindo plantas e
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herbivoros (Eq. 2.4):

(B*kRoVp + abdRo)VrAr — (bdkmVp + ad?m)Ap + (bdkmVp + ad®m) Ay
(02kVp + abd)Veis + abdkVp iy

o bk’RoVPVR)\R — dkaP)\P + dkaP)\H

L
(kap + ad)VR/\R + adkVpAg
P ==
b
Ef o ((akao — bk‘m)Vp — adm)VR)\R — (Ldkap)\P

(kaVp + abd)VRAR + abdkVp Ay
(2.4)

3. Estabilidade local e bifurcacoes

Para estudar a estabilidade local de cada uma das solucoes, analisei os
autovalores de matrizes jacobianas do sistema calculadas para cada um dos
pontos fixos. Assim, no caso da solugdo mais simples, S1, obtive a matriz

Jacobiana (Jg1):

Vp Vp 1-Ap 1— Ay
—Ar — k— k— d
n Vr Vr mn Vr Vr
k —k faViRO 0
Js1 = P
0 0 aRo—m 0
0 0 0 —d

Essa matriz, Jg1, apresenta o seguinte polinomio caracteristico (Eq. 3.5):

(X +d)(X —aRo +m)(VRX? + VepArX

1
+RVRX + kVpX +kViAr) = =0 (3.5)
R



Anélise do modelo ecossistémico de Loreau-Thébault 87

Os autovalores obtidos a partir dessa expressao sao (Eq. 3.6):

+ <\/ (Vadr + kVp + kVR)? — 4kARVI§>

—(VaAg — kVg — kVp)
2Vp

X =

X" =aRy—m

X" = —d

De modo geral, a solugao S1 serd estavel localmente se os autovalores
apresentarem parte real menor que zero (Murray, 2002; Otto e Day, 2007).
Como os parametros deverao ser sempre valores positivos, observa-se que a ex-
pressao de X sempre resultard autovalores com parte real negativa para qual-
quer Vp, Vg, ke Ag. A expressao X' serd sempre negativa e X" sera positiva
apenas quando a condi¢do aRy > m nao for satisfeita (i.e. ndo existirem plan-
tas no sistema). A natureza dessa estabilidade dependerd do termo com a raiz
quadrada, podendo ser assintoticamente estdvel (i.e. né estdvel), se esse termo
resultar em um ndmero real, ou apresentar oscilagoes (i.e. espiral estdvel),
caso ocorra parte imaginaria associada. A expressio X' nao permite uma
visualizacao clara desse aspecto, por isso empreguei solugoes numéricas para
estudar o sinal dessa expressdao. Nossos resultados mostram que a solugao S1
sera assintoticamente estavel, assumindo valores positivos para os parametros

(para que haja sentido bioldgico) e aRy < m (veja figura 3).
Para estudar a solugao S2, eu obtive a matriz jacobiana do sistema nessa
solucdo, que tem a expressao (Jgz2):

Js2 =

Vi Vi d

“Ap— kL (1*>\P)£ L P (1—Ag)—

VR Vr Vr Vr

K ko (aRo — m)kVRAR _m 0
(VR)\R + kJVp/\p)m Vp

0 (CLRQ — m)kVpVR)\R 0 (CLRO — m)kVpVR)\Rb
(VR)\R—FkVP}\p)m (VR)\R—i—kVpAp)am
0 0 0 (aRo — m)kVpVRARbL

(VRAR + kVpAp)am
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A manipulagdo algébrica de Jgo para a obtengdo das expressoes dos
seus autovalores é de dificil tratamento. Assim, eu optei pelo uso de solucoes
numéricas para estudar o sinal dos autovalores dessa solucao figura 3. Os re-
sultados mostraram que, a partir de valores criticos para a, m e Ry, ocorre
uma bifurcagao transcritica, de modo que a solugao S1 passa a ser instdvel e a
solugao S2 passa a ser estavel. Em termos ecoldgicos, esses resultados reforcam
a consisténcia tedrica do modelo de Thébault-Loreau, pois significam que ca-
racteristicas biolégicas minimas para uma determinada espécie (i.e. capacidade
de aproveitar o nutriente limitante, a; capacidade de sobreviver ao ambiente
local, m; disponibilidade suficiente de nutriente, Ry) sdo requeridas para que

uma populacao possa ocupar o ecossistema.
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Figura 2: Dinamica do sistema na solugao S3 = (R,L]BJN{), ilustrando a
espiral estdvel apds a bifurcagao (i.e. quando a > 0.1656). A figura 2a ilustra
a dinamica do sistema no espago de dimensoes R, P e H, enquanto a figura 2b
considera apenas as populagoes de plantas, P, e herbivoros, H. Os parametros
empregados sd@o os mesmos da figura 3. As condigOes iniciais sdo: R = 10 e
L=P=H=1.

Através desse mesmo procedimento, eu derivei a matriz jacobiana do

sistema em S3, que tem a expressao (Jgs3):
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Figura 3: Resultados numéricos para as solucoes do sistema de equagoes do
modelo e para os autovalores, em func¢ao do pardmetro a (os mesmos resultados
qualitativos sdo obtidos com os demais pardmetros). Figura 3a: resultados
numéricos para S1 (linha), S2 (tracejado) e S3 (tracejado com pontilhado).
As partes em negrito das curvas indicam as regioes onde uma solugao é estavel,
as demais indicam onde a solugdo é instdvel. As bifurcagoes ocorrem com
a = 0,16 e a = 0,1656. Figura 3b: resultado numérico para o segundo e o
terceiro autovalor da solucao S2 = (R, L, ]5,0), em resposta ao parametro a
(o primeiro autovalor foi sempre menor que zero e nao aparece na regido do
grafico). Observa-se que, quando a = 0,16, o segundo autovalor deixa de ser
positivo e passa a ser negativo, levando a uma bifurcagao transcritica, na qual
S2 deixa de ser um ponto de sela e passa a ser um né estdvel (i.e. apés a
bifurcagao, os autovalores sdo sempre nimeros reais e negativos). Figura 3c:
resultado numérico para o segundo, terceiro e quarto autovalores da solugao
S3 = (R, L.P, fI), na qual uma bifurcagdo transcritica ocorre em a = 0, 1656,
fazendo com que S3 deixe de ser um ponto de sela e passa a ser uma espiral
estdvel (i.e. apds a bifurcacdo os autovalores apresentam parte real sempre
negativa, mas com parte imagindria associada). Os pardmetros empregados
foram: m =b=d=0.8; k =0.5; Ry = 5; Vp = 10; Vg = 1000; Ar = 0.05;
Ap =g = 0.02.
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Js3 =
_ArtkVe o Ve (1-rp) ™ (1—rg)
Vr VR Vr Vr
bkVp + ad abkRoVRAR — adkmAp 4+ adkmA g o
bVp (kap + ad)VR)\R + adkVpAiy
d
0 a— 0 —d
b

((abkRo — bkm)Vp — adm)VRARr — adkmVpAp
(bkVp + ad)VR)\R + adkVpAyg

A partir dela, estudei numericamente o sinal dos autovalores. Os re-
sultados mostraram que para todos os parametros do modelo existem valores
criticos, em que a solugao estavel deixa de ser S2 e passa a ser S3, sendo que
S3 é uma espiral estdvel (i.e. com a bifurcacio, o sistema deixa de apresentar
autovalores reais positivos e passa a presentar autovalores complexos e com
parte real sempre negativa) (figura 3 e figura 2).

Como todas as bifurcagoes identificadas sao transcriticas, as suas ex-
pressoes algébricas puderam ser determinadas igualando as expressoes das solugoes
e resolvendo essa equagao para cada um dos parametros. Os resultados desse

procedimento estao apresentados na tabela 1.

4. Discussao

A primeira versao do modelo aqui estudado foi proposto por Loreau
(1996), sendo que a estrutura conceitual foi proposta por Huston e DeAnge-
lis (1994), para o estudo da competigao entre espécies em ecossistemas. De
acordo com estes ultimos autores, os modelos classicos para competi¢ao in-
terespecifica contém em seu arcabougo conceitual a premissa de que a dispo-
nibilidade de nutrientes para a comunidade é espacialmente homogénea. A
estrutura conceitual proposta e explorada por Huston e DeAngelis (1994) é
mais geral, incorporando ambientes homogéneos ou heterogéneos e fornecendo
previsdes complementares as cldssicas. De fato, Loreau (1996) conduziu uma
andlise para avaliar as condigOes para a coexisténcia de espécies e verificou que
o comportamento de seu modelo (a versdo que serviu de base para o modelo
do presente estudo) abrange aspectos fundamentais dos modelos clédssicos de
competigdo entre espécies. Desde Loreau (1996) esse modelo tem sido empre-

gado principalmente para exploragoes numéricas de cendrios em BFE, mas nao
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Tabela 1: Expressoes analiticas das bifurcagoes do modelo ecossistémico de
Loreau-Thébault. A primeira coluna apresenta os parametros do modelo; a
segunda coluna apresenta as expressoes algébricas para a bifurcacao que ocorre
quando a solucao S1 toca a solugao S2; a terceira coluna apresenta as expressoes

algébricas para a bifurcagdo que ocorrre quando a solucdo S2 toca a solucao
S3.

Parameter S1 + 52 52+ S3
a ﬂ kJVPVR)\Rb
Ry (kapRo — dm)VR)\R + dkmVpAp
b _ (VRAR + kVpAp)adm
(aR(]m)kVpVR)\R
" ok RokVpVRARD
0 (bkVp + da)VgAr + dkaVpAp
d _ (aR() — m)k:VpVR)\Rb
(VRAR + kVpAp)am
R @ kaPVR)\R + (VR/\R + k‘Vp/\p)adm
0 a abkVp Ve
k . diRAR
(CLRO — m)prVR)\R - adip)\p
Ap - -
A - -
A _ dkimVp)\p
R (aRo — m)bkVpVi — admVp
% . diRAR
P (aRgm)bkVgAgadkmp
% dkap)\p
. —

(aRom)bkVpAradmAgr
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para exploragoes sobre suas propriedades fundamentais. Portanto, os resulta-
dos obtidos aqui tratam-se, essencialmente, de uma ampliacao das informagoes
disponiveis, limitadas aquelas produzidas inicialmente por seu autor.

No presente estudo, foram calculadas analiticamente as trés solugoes
ecologicamente significativas para o sistema de equagGes, rendendo relevantes
informagoes sobre o funcionamento dos ecossistemas cujo funcionamento seja
capturado pelo modelo. Tais solugoes sao consistentes, do ponto de vista da
teoria ecoldgica. As caracteristicas das plantas e herbivoros afetam a habilidade
de suas populacoes persistirem no ecossistema, sendo que as caracteristicas
abidticas (disponibilidade de nutrientes) também podem ser limitantes.

As expressoes para as bifurcagoes (1) mostraram que a capacidade dos
herbivoros em manter populagdes no ecossistema depende criticamente da ca-
pacidade da populagdo de plantas persistirem localmente (veja a condigao
aR0 —m > 0). A capacidade das plantas em suportar uma populagio de
herbivoros depende explicitamente das caracteristicas espécie-especificas das
plantas presentes no ecossistema (especificamente, do volume Vp, ou seja,
quanto mais contato entre raizes e nutrientes, maior produtividade de biomassa,
definindo a capacidade daquela espécie de planta para suportar herbivoros),
das caracteristicas espécie-especificas dos herbivoros (especificamente, da sua
habilidade em consumir e converter a biomassa de plantas em biomassa de
herbivoros, b e d), e das propriedades ambientais (o fluxo de entrada de nutri-
entes no ecossistema, Ry, e o seu fluxo até as raizes das plantas, k). De forma
especial, as expressoes da tabela 1 mostram que quanto menor o fluxo de en-
trada de nutrientes, Ry, maior sera a restricao ambiental local contra espécies
de plantas com baixa capacidade de produgao de biomassa (matematicamente,
quanto menor Ry, maior deverd ser a). Ecologicamente, quanto menor o aporte
de nutriente ao ecossistema, mais intensa e restritiva sera a competicdo intra-

especifica entre os produtores.

5. Conclusao

Os resultado obtidos representam novas informacgoes e contribuem com
a compreensao atual da dinamica do modelo de Loreau-Thébault. Futuros
trabalhos que anlisem a versdo do modelo com mais niveis tréficos (aqui nao
foi considerado o nivel tréfico dos carnivoros) e com multiplas espécies em cada

nivel tréfico sdo necessdrios. Espero que este trabalho ajude a fornecer um
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contexto tedrico mais esclarecido e consistente para o emprego deste modelo

ecossistémico.
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