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Resumo: Modelos de percolagdo ndo-homogénea podem ser apropriados para
simular o avango de um tumor em um organismo vivo com diferentes situagoes
imunolégicas ou tipo celular, bem como a proliferacao de insetos que dependem
da temperatura e umidade, que variam entre dia e noite, ou no alastramento
de fogo em uma floresta sujeita a variagoes topoldgicas e climéticas, que podem
ser parcialmente sistemdticas. Este artigo trata de uma nova classe de modelos
de percolagao, a rede de Bethe nao-homogénea, cuja probabilidade de um elo
no nivel n estar aberto muda de acordo com n. Consideramos o caso em que a
probabilidade de um elo e,, do nivel n estar aberto é dada pela funcao sendide
plen) =p + (1 —p)|sen(nmw/180)|. Para este modelo serd provada a existéncia
de um ponto critico p. nao trivial a partir do qual o evento se alastra. Sao
apresentados ainda resultados de simulagdes que mostram o comportamento

da probabilidade de percolagao com transigao de fase de segunda ordem em p..

Palavras chave: Percolagao nao-homogénea, Rede de Bethe, Ponto

critico.

1. Introducao

Os impactos causados pelo fogo na vegetagdo da Amazonia sdo pouco
conhecidos, apesar de previsoes sugerirem que os incéndios florestais se tor-
nardo ainda mais frequentes e mais intensos no futuro (Balch, 2008). Os au-

tores ressaltam que as florestas de transicao sao extremamente vulnerdveis a
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incéndios recorrentes. A mortalidade de drvores e cipds aumentam em torno de
100%. Além disso, os incéndios florestais diminuem a quantidade de espécies
em 50% em relagao a florestas nao afetadas pelo fogo. Estas dreas, segundo
Balch (2008), tornam-se mais suscetiveis & invasdo de gramineas néo nativas,
dificultando a regeneragao natural da vegetacdo. Ainda, um tergo de toda a bi-
omassa viva da floresta é perdida apds as primeiras queimadas, tornando uma
grande ameaga para a biodiversidade da floresta. Secas mais intensas e fre-
quentes previstas para a regiao terao graves consequéncias na dinamica dessas
florestas.

Um incéndio florestal superficial sempre comega através de um pequeno
foco (fésforo aceso, toco de cigarro, fagulha, pequena fogueira etc.), e inicial-
mente tende a se propagar para todos os lados, de forma aproximadamente
circular, tendo em um segundo estdgio sua forma alterada pela agdo do vento,
umidade e da topografia e tipo da floresta. Na Figura 1(a) temos um exemplo
de alastramento do fogo, enquanto na Figura 1(b) temos dados climéticos de

uma regiao da amazodnia.
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Figura 1: Comportamento ndo homogéneo de condicoes climaticas.

O estudo do comportamento do fogo e imprescindivel para a avaliagao
dos efeitos da queima sobre as arvores e o ambiente de forma geral. Sendo assim
o presente trabalho tem como objetivo principal apresentar, através de um
modelo de percolacao nao-homogénea, algumas consideragoes sobre propagacao
do fogo.
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2. O modelo de Percolacao e a Rede de Bethe

A Teoria da Percolagéo trata genericamente do fenomeno da propagacao
de um fluido em meio poroso, seja dgua ou gas no interior de uma rocha. Bro-
adbent e Hammersley (1957) propuseram o primeiro modelo deste fendmeno.
Desde entao, muitos outros modelos tém sido propostos para representar o meio
poroso.

Nos ultimos anos, grande progresso tem sido alcangado relativamente as
técnicas usadas para resolver problemas de percolagao e, também substancial
expansao dos modelos de percolacao e suas aplicagbes em varias areas do co-
nhecimento cientifico, tais como fisica, quimica, biologia, geologia, engenharia,
dentre outras. Algumas aplicacbes consideram a expansao de incéndios flo-
restais, enquanto outros consideram o crescimento de tumores em organismos
vivos ou conducao de eletricidade em materiais semicondutores.

Usualmente, os modelos de percolagao consideram que, por exemplo,
uma arvore queimando pode incendiar outra vizinha com uma determinada
probabilidade positiva, e que a floresta é um campo homogéneo, de forma que
essa probabilidade é a mesma em qualquer parte da floresta. Porém, no mundo
real podem existir sistemas nao homogéneos em que tal probabilidade pode
variar em funcdo do clima, do espago (densidade das &rvores no campo) ou do
tempo, por exemplo. Ainda, essa probabilidade pode variar sistematicamente,
de forma que um modelo mais realista pode ser baseado em uma probabilidade
nao uniforme para todo meio, mas que ainda permita estudar analiticamente
caracteristicas do sistema.

A rede de Bethe ou érvore Cayley foi introduzida em Bethe (1935) no
contexto da mecanica estatistica. Ela pode ser usada para fazer aproximagao
de modelos de percolagao em grandes dimensoes. Em geral, a rede de Bethe é
definida como um grafo G = (V, E), onde V é um conjunto de pontos, também
chamados vértices ou sitios, e E = (e;,) é o conjunto nao ordenado de pares
de vértices distintos e,,, chamados elos ou arestas (veja Braga et al. (2005),
por exemplo). Entdo, a rede de Bethe é um grafo onde qualquer vértice estd
conectado com r outros, onde r é chamado de nimero de coordena¢ao. Vamos
denotar por B, a rede de Bethe com ndmero de coordenagao r (veja a Figura 2
para ilustracao de Bs). Na Figura 2(a) pode ser visto a estrutura das &rvores
que emanam de um vértice central, e todos os vértices estao organizados em
niveis sequenciais em torno de um vértice central. O vértice central pode ser

chamado de raiz ou origem da rede. A Figura 2(b) mostra uma representacao
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alternativa similar & dgua saindo de uma fonte.

Em B,, a distancia de qualquer vértice x até a origem é conhecida como
nivel do vértice, e é denotada por l(x). Para qualquer elo e, finalizado em
x, diremos que este pertence ao nivel I(z). Por simplidade de notac¢ao, vamos
representar por e, todos os elos e, tais que I(z) = n.

E usual considerar o subgrafo B,(n) de B,, formado pelos vértices x
tal que I(z) < n e pelos elos conectados a estes vértices. O conjunto B;(n)
é conhecido por ser a rede de Bethe com “volume finito”. A fronteira de
B, (n), denotada por dB,(n), é o conjunto de todos os vértices do nivel n, e
podemos ver que o nimero de vértices até n ¢ igual a [0B,.(n)| = r(r — 1)"~!
pela representagido da Figura 2(a), e igual a (r — 1)™ pela representacao da
Figura 2(b).

(5]

!

(a) Representacdo circular (b) Representagao alternativa

w

Figura 2: Rede de Bethe com r = 3.

Na rede de Bethe homogénea, a cada elo e € E associamos uma varidvel
aleatéria independente X, com distribuicao de Bernoulli e parametro p que
chamamos de medida de probabilidade ou densidade. Se X, = 1 diremos que
e estd aberto, caso contrario e estd fechado. Para x, y € B,, diremos que x
estd conectado a y e denotamos por x & Y se existir uma sequéncia de vértices
distintos * = xg, 21, ---, Tn = ¥, tais que os elos ey, ;4 ¢ =1, -+, N,
estejam abertos.

A fungdo de conectividade, denotada por 7.y (p), é a probabilidade dos
vértices x e y estarem conectados por um caminho de elos abertos, i.e., 75, (p) =
P({z & y}). Pode-se mostrar que a funcio conectividade em B, decresce
exponencialmente quando ||z — y|| — oo para todo p < 1 (Braga et al.,

2005). Isto pode ser facilmente visto, pois 7,,(p) = exp(—|jz — y||/¢(p)), com
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¢(p) = (—=log(p))~t. A funcao ((p) é usualmente referida como comprimento
de correlagdo. Portanto, em uma rede de Bethe, o comprimento de correlagao
é finito para todo 0 < p < 1.

O Aglomerado da Origem (O) é definido por C,(p) = {z € B, : 0 & z}
e a fungao probabilidade de percolagdo é dada por 8(r,p) = P,(|C,-(p)| = o),
onde |Cy(p)| representa o nimero de vértices em C,(p). Diremos que ocor-
reu percolagdo se |Cr(p)|] = oco. Com isso, definimos o ponto critico do sis-
tema (também nomeado probabilidade critica ou densidade critica) por p.(r) =
sup{p > 0: 0(r,p) = 0}, a partir do qual o sistema percola com probabilidade
positiva, ou seja, hd uma transicdo de fase em p.(r). Em nao havendo problema
de entendimento, o niimero de coordenagao r serd omitido das quantidas 6(r, p)

e p.(r), passando a representa-las simplesmente por 6(p) e p., respectivamente.

3. Resultados importantes na rede de Bethe

O caso r = 2 nao é teoricamente interessante, pois se p < 1 teremos uma
infinidade de elos fechados a direita e a esquerda da origem, tais que 6(p) = 0
se p < 1. Entao, concluimos que p. = 1, e nao ocorre a transicao de fase para
p € (0,1). Para r > 3 pode ser provado que existe um p. € (0,1), tal que
O(p) = 0 para p < p. e 6(p) > 0 para p > p.. A forma da fungao 6(p) para
p > p. pode ser obtida implicitamente por 1 — 6(p) = (1 — pf(p))"~! (Braga
et al., 2005). Para r = 3 temos que 6(p) = 1 — [(1 — p)/p]® e para r = 4,
0(p) = (3 —\/4/p —3)/(2p), por exemplo. Também é amplamente conhecido
que p. = 1/(r —1) e que 0(p.) = 0.

Se considerarmos 6,,(p) a probabilidade da origem estar conectada a
fronteira dB,.(n), dada por 6, (p) = P,{O & 9B,(n)}, entio a funcio proba-
bilidade de percolagao pode se escrita como o limite de 6,,(p) quando n — oo.
Para r = 3, no nivel n = 1 temos 6;(p) = p(2 — p); para n = 2 temos
02(p) = 4p* — 2p> — 4p* + 4p° — p%, e a expressdo polinomial para 6,,(p) vai
ficando cada vez mais complexa com o aumento de n.

Para obtermos uma expressao geral para 6, (p), seja S® (n, p) uma varidvel
aleatdria representando o ntimero de vértices em dB,.(n), n > 1, com caminho
de elos abertos até a origem, onde S2(0,p) = 1. Sejam ainda,

™) (p) = P(S2(n,p) = j|S2(n — 1,p) = ) (3.1)

a probabilidade condicional de passarmos de i vértices no nivel n — 1 para j
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vértices no nivel n conectados a origem, e

ul™ (p) = P(S2(n,p) = ) (3.2)

a probabilidade incondicional de termos j vértices no nivel n conectados a

origem. Por condicionamento em S?(n — 1, p), temos que
-1
W) = Y el ). (3:3)
Podemos representar estas probabilidades matricialmente por C™ (p) =

(c(n) (p)), com |0B,(n)|+1 linhas e |0B,(n—1)|+1 colunas e, do mesmo modo,

(SX3]
(n)

ul™ (p) = (u,.; (P))j>0 € o vetor de dimensdo [9B;(n)| + 1. Com isso, temos

que para n > 1,

uM(p) = CM(p) x u"V(p)
= C(p)x C" V(p)x CI" 2 (p) x -+ x CP(p) x CV(p)

= J[c" P,
k=0

com a convengao

c@uazu@@oz<2>.

Para r = 3 e fazendo ¢ = 1 — p, temos que

1 ¢ ¢
1 ¢ 0 2pq 4pg®
')y =10 20q|. CP)=[0 p* 62| e
0 p? 0 0 4p3q
0 0 p
1 ¢ 7 ¢ ¢
0 2pq 4pg®  6pg®  8pq”
0 p2 6p22 15p%¢* 28p%¢°
0 0 4p3¢ 20p3¢% 56p3¢°
cPmy =10 0 pt  15pte® Topte |- (3.4)
0 O 0 6p°q  56p°¢>
0 0 0 PO 28p0 g2
0 0 0 0 8p7qt
0 0 0 0 ¢
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As colunas de C{™(p) sdo o desenvolvimento de (g + p)* em termos
binomiais para k € {|0B,(0)|,|0B,(1)|,---,|0B.(n)|}. Entdo, C"Y(p) é
uma submatriz de C™ (p), n > 1, como podemos ver em (3.4).

O primeiro elemento de u&”) (p) é a probabilidade incondicional de nao

existir nenhum vértice ocupado no nivel n. Portanto, temos que

On(p) =1 —ul'y (p). (3.5)

Podemos notar que para n pequeno (n > 1), a funcéo 0, (p) tem formato
sigmoide em [0,1], ficando mais {ngreme em p. quando n cresce. A Figura 3
mostra o comportamento de 6, (p) para r = 3 e vdrios valores de n. Um
dos métodos usados para determinar o ponto critico do sistema consiste em
obter o limite, quando n — oo, do ponto de inflexao das curvas 6,,(p), ou seja,
resolvendo a equacao d%0,(p)/dp* = —d2u£73 (p)/dp* = 0 (Vogel et al., 2010).

0.9 .
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Figura 3: Fungao probabilidade 6,,(p) para r = 3.

4. Percolacao em ondas: modelando a probabili-
dade nao-homogénea p(.)

A maioria dos modelos de percolagao propostos na literatura considera
que o meio é homogéneo, ou seja, a probabilidade de um elo qualquer da rede
estar aberto é constante para todo meio, ou possui dois ou trés possiveis valores
de acordo com sua categoria, o que possivelmente nao se aproxime da realidade

em alguns casos (Grimmett e Manolescu, 2013).
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No caso em foco, de incéncio florestal, podemos ter uma certa regiao mais
umida, em que a probabilidade do fogo se espalhar é menor do que em outra
regiao mais seca. Neste modelo, a altitude e tipo de arvores também podem
ser consideradas importante no modelo. Assim, a probabilidade associada a
posigao (i,7) pode ser modelada, por exemplo, por uma funcao logistica tal
como P(%,5) = 1/(1 + exp(—(B1X1i; + B2X2ij))), com |B;| representando a
importancia da varidvel padronizada Xj;.

Neste trabalho adotaremos uma fungao do tempo ou distancia da origem
na Rede de Bethe. Consideraremos que um elo e, no nivel n da rede de Bethe
tem probabilidade de estar aberto dada por

plen) = p+ (1 — p)|sen(nm/180)|. (4.6)

Com esta estrutura, que denominaremos por modelo de ondas senoide,
precisamos avaliar o comportamento da probabilidade de percolagao e a proba-
bilidade critica em fungao de p, a densidade minima que a rede pode assumir.
O valor numérico de p(ey,) serd igual a p periodicamente nos niveis n miltiplos
de 180, porque teremos sen(nm/180) = 0. Também, p(e, ) serd periodicamente
igual a 1, nos niveis n tais que n = 90 + 180k, £ = 0,1,2,---. Em todos os

outros elos, D(e,,) estard sempre entre p e 1.

E claro que p(e) > p,Ve € E. Tal como no caso regular, para todo
elo e € E associamos uma varidvel aleatéria independente X, com distribuicdo
Bernoulli de parametro p(e). Por analogia, sejam C,.(p), 8(p) e p, para o modelo
de ondas senoide. Por acoplamento, temos que X, > X., cujas consequéncias

sao

Cr(p) € Cr(p), 0(p) >0(p) e P.<pe. (4.7)

Antes de obtermos analiticamente as principais caracteristica deste mo-
delo, apresentaremos alguns resultados obtidos por simula¢oes Monte Carlo
para estimar a funcdo 6(p). Usaremos M = 10° réplicas do processo de per-
colacao para valores de p de zero até 1 com incremento de 0.001. O nivel

méximo da rede de Bethe serd n = 10°.
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Figura 4: Probabilidade de percolagao nao-homogénea para r = 3,4, 5,6 e caso

homogéneo para r = 3 com p. = 1/(r — 1).

A primeira curva a direita na Figura 4 refere-se a rede de Bethe ho-
mogénea com r = 3, muito préximo da fungao de probabilidade tedrica, mos-
trando que o algoritmo funciona apropriadamente. As outras curvas referem-se
ao modelo de percolagdo ndo-homogénea em (4.6), indicando que a funcdo de
percolacio f(p) comporta-se como uma funcio sigmoide, isto é, tal como uma
funcao de distribuigao acumulada, caracteristica que nao ocorre no modelo ho-
mogéneo [p(e) = p| para n grande, como podemos ver que na Figura 3.

O comportamento da Figura 4 induz uma importante questao: podemos
dizer que p, > 0?7 Com o comportamento sigmoide, ndo é trivial afirmar que
D, > 0, principalment no caso em que r > 6. Uma prova formal de que p, é ou

nao positivo é necessaria, pois é uma das principais caracteristicas do modelo.

5. A existéncia de um limiar de percolacao nao

trivial no modelo de ondas sendide

Nesta secao verificaremos que existe um limiar de percolagao nao trivial
para este sistema, isto é, p, > 0. Primeiro vamos encontrar um funcao similar
ao comprimento de correlacao que, para n grande, aproxima a fungao conectivi-
dade e entao usamos essa fungao para obter um majorante para a probabilidade

de percolacdo 6(p).
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5.1. A funcao conectividade e o comprimento de correlagao

A fungio conectividade 7o, (p) = P({O & z}) é probabilidade do vértice
x estar conectado a origem por um caminho de elos abertos e1, €3, -, ep,
com e partindo da origem e e, finalizando em x. Por conta da independéncia

entre as varidveis aleatérias X (ey), podemos escrever

700 () = [ | Blew). (5.8)

k=1

Vamos mostrar que existe uma fungao positiva monotoénica ¢(p) tal que,

para cada € > 0 existe um n > n(e) temos

70 (p) < exp{—n/(C(p) + )} (5.9)

Para provar (5.9), notemos que 79, (p) = H D(ex) = exp {Z lnp(ek)} =
k=1

k=1
1 n
= g Inp .
exp {n x np(ek)}

k=1
Seja

" -1
@@—%;meﬂ . (5.10)
k=1

Para encontrar o limite da sequéncia em (5.10), primeiro notemos que
P(ex) é ciclico com periodo T' = 180, com sen(kn/180) > O para k € {1,--- ,T}.
Assim, as somas consecutivas de T elementos sdo constantes e, entao, (,(p)

converge para (r(p) quando n — oo, com

¢r1(0)
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Figura 5: Comportamento de ¢(p).

Temos entdo que ¢(p) = {r(p), com ¢(0) =0 e ¢(1) = co. Na Figura 5

apresentamos o grafico de ((p).

Por conta da convergéncia lim (,(p) = ((p), temos, por defini¢do, que
n—oo
para qualquer € > 0 e p € (0,1) existe um n* = n(e, p) tal que |, (p) — C(p)] <
€,VYn > n* e, portanto,

exp(—n(, ' (p)) < exp(—n(((p) +€)7"). (5.11)

5.2. O limiar de percolagao nao-trivial

Nesta secao mostraremos que na rede de Bethe com probabilidade dada
por (4.6) o ponto critico é estritamente positivo. Para ver isto, primeiro note-

mos que, Vn

{IC] =} C U {0& ).
{w:1(z)=n}
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Como isso, temos que para € > 0en > n*,

0p)=P(Cl=00) < B | |J {0}
{z:l(z)=n}

< Z P, ({0 < z})
{z:l(x)=n}

= Z Tox
{z:l(z)=n}

=Y e
{z:l(z)=n}

< Y emewro
{z:l(z)=n}

- e—<<<p>+e)*1}" o1 (5.12)

{z:l(x)=n}
= e_(C(p)+E)7l]n\3Br(n)|

_ 'e—<<(p)+e)*1r (r—1)"

= [e @+t _ 1)}" : (5.13)

onde em (5.12) o somatério produz a contagem dos vértices na borda de B, (n),
para o qual adotou-se o cardinal da Figura 2(b), sem perda de generalidade.

Portanto, fazendo € — 0 teremos n* — oo e concluimos que se ¢! (r—
1) < 1 obteremos que O(p) = 0 por (5.13), e esta condicio é verdadeira se
¢(p) < [In(r — 1)]7*. Como ((0) = 0, para qualquer r > 3 existe p* > 0 tal
que Vp € (0, p*) temos ((p) < [In(r — 1)]71, de forma que 6(p) = 0 se p < p*.
Assim sendo, temos que p, > p* > 0, concluindo a prova.

6. Conclusoes

Apresentamos um modelo de percolagao de rede de Bethe ndo-homogénea
para modelar o fenomeno de fogo em floresta, considerando a probabilidade de
um elo e, no nivel n estar aberto em fung¢ao da distancia I(e,) deste até a ori-
gem, dada por uma fun¢ao sendide p(e, ) = p + (1 —p)|sen(nw/180)|. De forma
geral, outras formas podem ser consideradas para esta fungao de probabilidade
ou para otros tipos de rede. Nao existe na literatura nenhum modelo periédico

similar usado em percolacao em outros contextos.
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Um estudo de simulacao preliminar indicou que a fungao probabili-
dade de percolac¢ao nao é uma funcao abrupta, diferente do caso regular (ho-
mogéneo), caracterizando que a rede de Bethe ndo-homogénea apresenta uma
transicao de fase de segunda ordem e tornando imprecisa a conclusao sobre se
o limiar de percolagdo é ou nao trivial (zero). O programa para a simulagao
foi construido na linguagem Oz (Doornik e Ooms, 2007) e mostra o comporta-
mento da probabilidade de percolacio 8(p) baseados em M = 10° réplicas do
processo percolacao para cada valor de p variando de zero até 1 com incremento
0.001 e nivel méximo da rede de n = 10°. Demonstramos que a probabilidade
critica é estritamente positiva, de forma que para qualquer p > 0, existe uma
probabilidade também positiva de o fogo se alastrar por toda a floresta.

A mesma conclusao se dé para outras situagoes, tal como a prolieracao
de mosquitos cuja reprodugao dependa de temperatura e umidade, claramente

variando entre o dia e a noite.
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