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populacional com competi¢ao intra e
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Resumo. O propdsito deste trabalho é desenvolver uma modelagem matemdtica que
descreverd computacionalmente o convivio entre duas espécies competidoras sem ca-
racteristica migratdria diante da variacdo de densidade de vegetacdo. As equagdes utili-
zadas nesta modelagem incluiram os fendmenos de difusdo de vegetacdo, processos de
dispersdo populacional, dindmicas vitais e um decaimento proporcional a variagdo de
densidade de mata, no sentido de que quanto maior a densidade de mata menor o de-
caimento populacional quanto menor a densidade de mata maior a mortalidade popula-
cional. Para as espécies competidoras usaremos as cldssicas modelagem do tipo Lotka
Volterra (ndo-linear) combinado a equacdo diferenciais parciais de difusdo adveccao.
Primeiramente faremos a descricdo do modelo matemético e a descricdo do dominio
visando o uso do método de diferencas finitas para o espaco combinados a um modelo
de Crank-Nicolson no tempo. Em seguida, desenvolveremos um algoritmo em ambi-
ente MATLAB, que aproxima as solucdes relativas a difusdo de vegetagdo e a cada
populagdo em cada ponto e ao longo do tempo considerado nas simulag¢des. Por fim,
foram obtidos resultados graficos que foram analisados o efeito da recuperacdo da mata
no convivio das espécies competidoras consideradas. De modo que se disponha de fer-
ramentas mais acessiveis a profissionais e pesquisadores ligados aos estudos de ecologia
matemadtica e meio ambiente, bem como aos responsaveis pelas ado¢des de medidas de

emergéncias e contingéncias de dreas destruidas pelas a¢des antrépicas.
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1. Introducao

A floresta amazonica brasileira permaneceu quase completamente intacta de
desmatamento até o inicio da era “moderna” com a inauguracdo da rodovia Transa-
mazdnica em 1970. Os indices de desmatamento na Amazonia vém aumentando desde
1991 num ritmo variado, sendo desmatados por enumeras razoes.

Ao se analisar os impactos ambientais causados na Amazdnia ao longo do
tempo, observou-se que o desmatamento ¢ um dos problemas que chama mais a
atencdo pelo fato de afetar diretamente as dindmicas entre as espécies que ali con-
vivem, prejudicando a biodiversidade, comprometendo o equilibrio ecolégico e cau-
sando graves riscos a biota.

Segundo o trabalho desenvolvido pela EMBRAPA a regeneragdo da floresta
se dd em apenas 21% as érea inicial e sendo assim temos um prejuizo de 79% de
floresta afetando diretamente a biota. As espécies que ndo realizam migracdo acabam
sofrendo sérias consequéncias e muitas vezes correm sérios riscos de extingao.

Diante do exposto existe a necessidade de se prevenir no meio ambiente os
ricos reais provenientes de atividades antrépicas na Amazonia.

Recorremos as aplicacdes da ecologia matematica para estudar, discutir e de-
senvolver uma modelagem matemadtica que pudesse descrever o processo evolutivo
de recuperacdo de dreas que sofrem esse tipo de impacto, para andlise, simulacdo

numérica e computacional do problema.

2. A Difusao da densidade de vegetacao na Amazonia

2.1. Objetivo:

O principal objetivo deste trabalho é propor, analisar e discutir uma modelagem
matemdtica que descreva o convivio de espécies competidores de modo intra e interes-
pecifico sem caracteristica migratéria diante da variagao de densidade de vegetagdo, o
que, em geral, altera as dindmicas populacionais de ambas as espécies.

2.2. Descricao do modelo

Aqui vamos apresentar uma equagdo adaptada para a situacido em destaque, a
qual descreve a recuperagao da floresta, que foi desmatada na Amazdnia.
A equagdo utilizada neste tipo de modelagem ¢ classica Equacdo de Difusao-

Advecg@o com uma expressao do tipo Verhulst para a perturbag@o. Para as populacdes
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competidoras, usa-se uma combina¢do do tipo Lotka- Volterra para descrever o con-
vivio entre elas e difusdo, a modelagem para variagdo de densidade de mata é aquela
utilizada em varios estudos ligados a Ecologia Matematica (cf. Poletti, 2009). Vamos
aqui considerar uma fung¢io de densidade de vegetagdo, cujo dominio é ) C 2
um conjunto aberto ndo vazio limitado com as fronteiras suficientemente regulares.
Considerando a densidade de mata M = M (x,y,t) no instante ¢ € (0,7, no ponto
(z,7) € Q C R2, temos a equagdo de Difusdo-Advecgdo:
oM

i div(aVM) 4+ div(MV) + uM = AM (1 - Aj) . 2.1

Neste modelo, sdo considerados basicamente os seguintes fendmenos:

e A difusio, ou seja, o espalhamento natural da floresta num meio desmatado € o
que descreve uma dindmica difusiva resultante de uma larga gama de possibili-
dades naturais. Neste trabalho sera considerada a difusdo efetiva, no sentido de
Marchuk (2011); Okubo (1980); Skellam (1951);

e A advecgdo é o movimento provocado pela movimentacdo no préprio meio,
quando um campo de velocidade espalha sementes;

e O decaimento é o fendmeno que reune alteracdes sofridas pelo meio de tal forma
que reduza a densidade da vegetag@o ao longo do tempo;

e O aumento da densidade de vegetacdo (Recuperagdo da floresta), representado
pela cldssica dindmica de Verhulst, no qual se destacam uma taxa intrinseca de
crescimento A e uma densidade maxima L, considerado nesta modelagem como

uma capacidade de suporte da cobertura vegetal.

Em termos dos fendmenos e pardmetros esta equagao estd caracterizada por:

e |, a densidade méxima de M, € a capacidade de suporte na equacio;
e o= «afx,y,t)éadispersdo ou difusibilidade de M;

e 1= p(x,y,t) é o decaimento natural de M;

e )\ ¢ a taxa intrinseca de crescimento de M;

e V = (u,v) caracteriza o campo de velocidade, descrevendo um possivel fend-
meno de advecgdo, com u = u(z,y);v = v(z,y) e div(V) = 0, com V =<

U,V > .
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2.3. Descricao da condicao de fronteira

Em termo de condi¢do de fronteira considera-se, por exemplo I';,¢ = 1, - -+ | 4.

Como sendo uma parti¢do da fronteira de 0f2.

e Neste trabalho vamos recorrer a uma forma mais geral, usando as condigdes ho-
mogéneas de Robin, que descreve uma variacdo de M na fronteira dependente
do préprio M ao longo da borda.

Sendo 1 um vetor unitario normal a 02, externo a €2; 92 é composto por I'1, 'y, ', 'y,
com Q=TI Ul Ul'suly, Ny = () considerando a condicdo dada por:

foza—M =¢; M.
an Ir,

e Aqui, c1;co;cs;cq sA0 0s pardmetros de proporcionalidade adequados para a
condicdo de Robin em cada parte I'; da fronteira. Entendemos assim que ha
variacdo da densidade de vegetacdo na fronteira. Finalmente completando a
equagdo 2.1 com as condi¢do de fronteira, o0 modelo sera reescrito da forma:

M M
88—15 = —div(aVM) + div(MV) + uM = AM (1 - L> ;
M('Tay70) = Mo(JU,y),\V/(J),y) € Q7 (22)
~OM M Ve € (0,7

(6% 87] r, = T ) .

2.4. Descricao do Dominio

Para efetivar um estudo de caso relevante, optou-se por usar no presente tra-
balho um dominio retangular (2 = [a, ] X[c,d] C R?) que contenha em seu interior
uma regido do municipio de Labrea (ver figura 1) afetada pelo desmatamento. A
recuperacdo dessa drea € o que se pretende modelar e estudar, além do efeito desta
sobre o convivio das duas espécies competidoras pela mesma base alimentar.

A opcdo por um dominio retangular deve-se a facilidade de resultante quando
se opta por um método de diferengas finitas. Assim, adotamos para as dimensdes 6, 6

km x 3Km, e a consideramos uma regido aproximadamente plana.
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Figura 1: Desmatamento no municipio de Labrea. Fonte: Imagem por satélite obtida
em http://www.inpe.com.br. Acesso em 28/10/2012.

2.5. As aproximacoes das derivadas através do método das diferen-
cas finitas

As equagdes que descrevem esse tipo de modelagem de difusao-adveccao tém
uma dificilima obten¢ao de solugo analitica, mesmo para dominios considerados re-
gulares. Neste caso, mesmo dado um dominio real retangular, a solucdo é de dificil
obten¢do. A maneira € usar uma aproximacao por um método adequado.

Neste trabalho, a proposta de solug@o serd por aproximacdo numérica pelos
métodos de diferencas finitas para varidveis espaciais que t€ém como suporte as ex-
pansdes polinomiais para a possivel solucdo e que exigem caracteristicas de regulari-
dade da solugdo (cf. Ruggiero e Lopes, 1996; LeVeque, 2007).

A expansdo de Taylor € o instrumental matematico utilizado na discretizagio
espacial via método das diferengas finitas. As aproximagdes mais utilizadas para as
derivadas de primeira e segunda ordem, para um ponto (z;,y;) €  sdo: diferenga
avancgada, diferenca atrasada e diferenca centrada e, neste trabalho, vamos utilizar
diferengas centradas de segunda ordem. Neste caso o erro é de O(h?). O método de
diferengas finitas em dominio de %? é descrito como (Ver Ruggiero e Lopes, 1996):
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OM M, — M,

di

or 2Ax

oM M, — M,

Oy 27y

M M, —2M;+ M,

ox2 Ax?

OPM M, —2M, + M,

oy Ay? ’

2.6. Método de Crank-Nicolson para a discretizacao temporal

O método de Crank-Nicolson (ver Cunha, (2003)) é um método numérico de
segunda ordem de aproximacdo no tempo e é numericamente estdvel se comparado
com outros métodos numéricos de diferengas finitas.

Vamos usar este método a fim de aproximar a solu¢do do modelo deste traba-

lho, que se constitui em uma equagdo diferencial parcial ndo-linear.

el AtOM (=&Y 92M
MP =M ST 2 0(At)>. 2.3
’ ‘ > ot T 2 o (A1) (3)
el AtOM  (—2YH)2 92M
M= M 2R 2 0(At)3. 24
i N N (At) (2.4)
AtOM
Subtraindo a equagdo 2.3 da equagdo 2.4 obtemos: Mi"'H - M= 88t

dai temos oM _ M

Agoraef somando aAeli]uagﬁo 2.3 com a equagdo 2.4 temos
M4 M =20
daf segue que Mi?”% - w para encontrarmos a densidade de vegetacao
no estante ¢ = n + 1

Deste modo, obtemos a discretizacdo na varidvel tempo o qual podemos com-
At
Nl e aA—yQ, segundo Carnahan et al. (1969).

Vale lembrar que no método de Crank-Nicolson, indicamos: Ax sera o incre-

provar a estabilidade do método para «

mento no eixo das abscissas; Ay serd o incremento no eixo das ordenadas; At serd o

incremento no tempo.
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3. Aproximacao numérica e simulacao computacional

Os resultados que apresentaremos a seguir t&€m como propdsito efetivar a apro-
ximacdo da solu¢do do modelo descrito no capitulo anterior, para os métodos propos-
tos. Levando em consideracdo os pardmetros do modelo, buscou-se uma compatibi-
lidade com estudos tedricos. Para as simulagdes, os cddigos utilizados serfo desen-
volvidos em ambiente Matlab, cujas propriedades possibilitam uma interface grafica
mais satisfatéria. Aqui fixamos um ponto da drea desmatada para fazermos o acom-
panhamento do processo evolutivo da recuperacdo da floresta ao longo do tempo.

3.1. Discretizacao do dominio

O dominio 2 como sendo retangular, consideramos uma area desmatada cer-
cada de floresta.

h
| 9
145
L]
312
B
Iﬂ 'E

Figura 2: Indicag@o da malha do dominio. Fonte: Autoria prépria.

e A drea verde da figura 2 é a regido do dominio que ndo sofreu a¢do do desma-
tamento.

e A drea amarela da figura 2 € a regido do dominio inicialmente desmatada.
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Agora, fazendo 2 = [0, []z[0, k], temos que dividindo o intervalo [0, [] em mz

l h

subintervalos, Az = — e dividindo [0, h] em my subintervalos, temos Ay = —
mI m

e, para enumerar os nés da malha, vamos ter nnz = mxz + 1 como sendo o nimero de
nds no eixo das abscissas e nny = my + 1 o niimero de nds no meio das ordenadas,
para as condi¢des de contorno.

O ponto M; é o valor aproximado de M em (x;, y;) e M]* aproxima o valor de
M (x;,y;) no instante t,,.

A ideia desta discretizacdo estd esquematizada na figura 2 considerando como
os pontos M;_,,, anterior e M, ,,, posterior a M; no eixo espacial das abscissas e

os pontos M;_; abaixo e M, posterior no eixo das ordenadas, todos num instante ¢.

M = M (2, i, tn);
M ZM($i7yiatn)'

7

3.2. Aproximacao da solucao da equacao de difusao adveccao por
diferencas finitas

Sendo assim, para os pontos interiores do dominio, temos o esquema da figura

(5)

dominio dominio
| )\[1 n) (‘}D &1«%11}“
N T N

dominio dominio

©

Figura 3: Caracterizag@o de ponto interior da malha em Q2. Fonte: Autoria prépria
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Das se¢des 2.5 e 2.6 temos, entdao

ot (Tis Yirn);

oM MM — M

W' At '

+1
Manr% ~ Mzn ;r Mzn

Com algumas manipulacgdes algébricas na equacgio se obtém:

oM+
— v

— uMn"t3E
Ox dy "

ot Ox? + Oy?

n43
FAM™TE (1— M )

oM <32M"+% a2Mn+é> oM +3
oM _ C

L
Aplicando o método de discretiza¢do para o ponto (x;, y;, t,,) a equagio

oM 0’M ?M oM
ﬁ'(xiayiatn) =« W'(xiayhtn) + 87y2|($i’yi’t") - U%k%‘,yi’tn)—

oM M

se torna
M+ MR 1 MR 3
) ~ i+mzx n+3 n+z 2 it n+3 n+ti 9
A SNe" — 2M; +Mi_mxAx *fQMi + M, Ay* | —
+1 n+i
M2 1 M2 1
i+mx n+3 i+1 n+s3
—u 7Mi_wfw2A:c —v 7Mi_122Ay

N+3
ntl ntl M, 2
— MR M (1—2L>.
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Aplicando agora o método de Crank-Nicolson se tem:

n+1 n n n n+1 n
Mn+1 M Mi+mm + Mi+7'L$ ) (Ml i + Mz ) + Mi—mm + Mi—mw

7 i a 2 2 9 i
At A2

MEE My M) M M

2 2 2
+ Ay’
N 2 _ 2 _ 2 ~ 2
“ 2Ax v 2Ay

[ M+ Mp MM My MM My
o +A L 1———".

L 2 2 2L

Agora multiplicando ambos os membros da equacio por At, dai
n+1 n n 7 n+1 n
Mi++m:z: + Mierz _9 (Mz + + MiL) 4 Mifmx + Mifmm
MM - MP = Ata 2 2 2

Ax? +

MEE + My (M M) M+ M

2 2 2
+ Ay
[ Mzn—&-trlrt + Mzn-l-ma, (Mvn—trlw + Mzn—ml)
2 2
— At _
b 2Ax

[MEE M, (MPR M)
v 2Ay

]\4_7!-&-1 M" M7z+1 M M»"-H M
Atp [1;'1] + At (z;’l) (1 _ Z2L+Z) )
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Resolvendo as fragdes se tem:

MM M= 2M T oM - ML M
Mﬁ,+1 _ M_n _ At 1+mx 1+mx 7 2 1—mx 1—mx
§ ¢ “ 2Ax2
N MM+ MP = 2M T — 2M 4+ M+ M
2Ay?
n+1 n n+1 n
_ Atu Mz+tna: + MH—mz — Mi—tnx B Mi—mz) .
4Azx
Mﬁ:ﬁl + M7, — MM — M M M
4Ay 2
n+1 n n+1 n
poan (M EMEN (M A M
2 2L

Agrupando os termos semelhantes obtemos o sistema ndo linear:

Ata Atu Ata Atv
Ml _ _ Mt _
tome ( 2Az? 4Aaj> M 2Ay?2  4Ay

Ath  Ata  Ata  Atp Ata Atv
M- L)+ Mt (- —
+ M ( 2 + Ax? + Ay? + 2 + > + M 2Ay2 + 4Ay

Ata Atu AAL MM M
z‘fn+1 _7‘[_n+1 i [

me \ U 9Az2 T 4Ax 2L
Ata Atu Ata Atv
M o 2% oy (2L 2
tmme <2Ax2 + 4Am> M (2Ay2 + 4Ay>

AtA  Ata  Ata At Ata Atv
M o S 1)+ M, (22 2%
R ( 2 Ax? Ay? 2 + )+ G (2Ay2 4Ay>

MR ( Ata Atu) AL (M{’“ +M{‘)

mr \ 9Ag2  4Ax 2 2L

3.3. Implementacao computacional

Na implementa¢ao computacional do sistema 2.2, o dominio espacial foi entdo
discretizado através do método de diferencas finitas centradas de segunda ordem. A
escolha do método de Crank-Nicolson nas aproximacdes das varidveis temporais se
deve 2 sua estabilidade numérica e sua margem de erro, que é de ordem de (At)?2. Para
maiores detalhes sobre os métodos e critérios numéricos usados neste trabalho ver Lo-
pes e Ruggiero (1997); Carnahan et. al. (1969) e Kardestuncer ¢ Norrie (1987). A
figura 2 € a discretizagdo de um trecho do municipio de Labrea no interior do Amazo-
nas através dos métodos das diferengas finitas centradas de segunda ordem usada nas
simulagdes.
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As figuras 4 até 7 representam a difus@o da floresta num meio desmatado com
caracteristicas favoraveis a recuperacdo da drea, numa situagio evolutiva no tempo.
Cada figura representa a recuperagdo da floresta em um determinado tempo t: no
inicio das simulacdes ¢t = 0, seguido por ¢t = 12,60, 131 meses. No conjunto deste
cendrio € possivel constatar que, 2 medida que o tempo passa a densidade de vegetacao
vai aumentando na regido desmatada cuja drea diminui significativamente.

Distribui¢do inicial das regides desmatadas, t = 0:

Os parametros A, L para as simulagdes deste trabalho foram obtidos com base
nestas imagens do INPE. Para que os resultados qualitativos sejam mais visivéis na
solucdo aproximada, o pardmetro ¢ = 0 foi inicialmente assumido como um valor

efetivo no algoritmo mencionado.

O parmetro « foi calculado de acordo com o que foi proposto em Edelstein-
Kesht (1988).

Tabela 1: Tabela dos pardmetros usados na simula¢do da difusio de mata. Fonte: Autoria

prépria, usando as imagens acima.

Parametro valor unidades
a 0.327¢ — 2 Km?/més
7 0.0 unid.
A 0.115 Km?/més
L 16.7101 anc. de vegetagdo
TF 131 meses corresp. a 11 anos

Figura 4: Densidade inicial de vegeta¢do Figura 5: T(12) Fonte: Geradas pelo MA-
(T'(0)) — Fonte: Geradas pelo MATLAB

como resultados das simulacdes.

TLAB como resultados das simulagdes.
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Figura 6: T'(60) — Fonte: Geradas pelo MA-

i Figura 7: T'(131) — Fonte: Geradas pelo
TLAB como resultados das simulagdes.

MATLAB como resultados das simulagdes.

A Figura 4 mostra a densidade final de vegetacdo parat = 131.

Efetuadas todas as iteragdes, obtém-se um cendrio para a distribui¢do final da
cobertura vegetal do meio, como mostra a figura 7.

A fim de observarmos o comportamento evolutivo da recuperagdo da floresta,
escolhemos dois nés da malha um que estava na regido impactada e o outro fora dessa
regido.

Para um acompanhamento evolutivo, elegemos os nés 145 e 312 assinalados
na figura 2.

O n6 145, situado na regido desmatada inicialmente, se ver que ha uma répida
recuperacdo da vegetacdo, o que ja era esperado pela modelagem desenvolvida neste
capitulo, pois a difusdo e a dindmica advectiva fazem com que o aumento da densidade
de vegetacdo aconteca de forma gradativa.

O n6 312, estd na regido onde ndo ha desmatamento inicial, percebe-se que
ndo ha variag@o de densidade na regidio, correspondendo totalmente as expectativas da
modelagem proposta.

Estes resultados serdo utilizados nos capitulos seguintes para se estudar e ana-
lisar os efeitos da recuperacdo da densidade de mata sobre o convivio de duas espécies

competidoras sem caracteristicas migratérias do ecossistema local.

4. Modelagem do convivio de duas espécies competido-

ras com recuperacao da mata

O modelo classico de Lotka-Volterra de 1927 (Batschelet, 1978) é um modelo
de importancia histérica na modelagem matematica de sistemas ecoldgicos, este mo-
delo mostra que nenhuma espécie existe isoladamente de outras. Kot (2001), descreve
que o modelo surgiu em meados da década de 1920. Sistemas de equagdes diferenci-

ais ordindrias que incorporam relagdes intra e interespecificas comegaram a ser usados
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de diversos modos no estudo e na compreensao de muitos fendmenos de convivio en-
tre espécies. No entanto, estes modelos consideravam somente a variacdo no tempo,
pressupondo uma distribuicio espacial homogénea das populagdes envolvidas.

Os fendmenos de dispersao (Sossae, 2003), que sdo observados em quase todo
tipo de populag@o existente na natureza, tornaram necessdrio a inclusdo das varidveis
espaciais nas modelagens, cujo pioneiro foi Skellam (1951).

4.1 Modelo matematico

Agora apresentamos um sistema de Equagdes Diferenciais Parciais ndo- linea-
res envolvendo termos do tipo Lotka-Volterra e dindmicas vitais do tipo Verhulst (ver
Sossae, 2003), adaptado para a presente situagao.

Levando em conta duas populacdes P e C' que interagem entre si, o sistema
ndo linear que descreve tais fendmenos para as densidades populacionais P(z,y,t),
C(x,y,t) e M(x,y,t) com (zy) € Q C R2,t € (0,7T] é dado pelo sistema:

M M
L—div(aVM)—FVMV—}—,uM:)\M 1-— ) —aPM —bCM;

ot L

%}; — div(ap,VP) + P = AP (1 — L}g”c +a,PM;
P

%f — div(aVCO) + 1C = A\C (1 - C*}g) + a.CM.

4.5)
Nesta proposta de modelagem, os principais fendmenos considerados sio:
e A dispersdo populacional de cada espécie;
e Decaimento das espécies devido ao impacto do meio;
e Dinamicas vitais; €
e Relagdes intra e interespecificas.
Em termos dos parametros serdo considerados:

o a, = ap(z,y,t), ac = ac(x,y,t) representam as dispersdes populacionais de
cada espécie;
o ApYe AcVp

K i
racteriza a competicao);

representam a taxa de relacdo interespecifica (o sinal negativo ca-
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e )\, A\ taxas de crescimento intrinsecas de P e C' respectivamente;

e K ¢é acapacidade de suporte para ambas as espécies considerada como comum;
e [ ¢é a capacidade de suporte do meio para a cobertura vegetal;

® /iy, [t Tepresenta o decaimento populacional natural de cada espécie;

e a, € o quanto a populacdo P se beneficia com o crescimento de M;

e a. € o quanto a populacdo C' se beneficia com o crescimento de M

e a,b representam, respectivamente a mortalidade de M, devido as agdes das
espécies.

As equacdes que descrevem esse tipo de modelagem de Difusdo-Advecgao
t&ém uma solucdo analitica de dificilima obten¢do, mesmo para dominios considerados
reais e regulares. A maneira € usar uma aproximag¢ao por um método adequado. Neste
trabalho uma proposta de solucdo para (4.5), serd por aproximacdo numérica pelo
método de Diferencas Finitas nas varidveis espaciais com o uso de Crank-Nicolson no
tempo.

Esta combinagao de métodos exige caracteristicas de regularidade da solugao.

Neste trabalho vamos utilizar as diferencas centradas, e neste caso, obtém-se
um erro da ordem 0(h?)[7], tanto no espago quanto no tempo.

4.2. Descricao das condicoes de fronteira

Levando em consideragéo a condi¢do de fronteira considera-se I';,¢ = 1, ..., 4,
como sendo a fronteira de OS2, conforme a situa¢do nos ensaios computacionais iremos
tratar de 92 igual em toda a borda, mas o algoritmo prevé a possibilidade de condi¢Ges
distintas em bordas distintas.

e Neste trabalho vamos recorrer a uma forma mais geral, usando as condi¢des ho-
mogEneas de Robin, que descreve uma variagdo de M e das espécies estudadas
na fronteira dependente do préprio M e cada espécie.

Sendo 7 um vetor unitario normal a 0 externo a 2, 92 € composta por I'y, Iy,

I'sel’y, com

3Q:F1UF2UF3UF4eFiﬁF]~=@
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oM M

| T Gy

on |p,

an . Pl .
% o;,C

o I, v

® ¢;, pi,0; aqui, sdo os parémetros de proporcionalidade adequado para a condi¢ao
de Robin em cada parte I'; de 0.

Nessa situacdo, a equacao que descreve tais fendmenos, levando em conta as
populagdes P,C' e M que interagem entre si, o sistema nao linear de equagdes a
derivadas parciais para as densidades populacionais P(x,y,t), C(z,y,t) e M (z,y,t)
com (z,y) € 2 C R2 et € (0,7, é escrito da seguinte maneira:

P = P(z,y,t), C = C(z,y,t), M = M(z,y,t) com (z,y) € Q C R%e
te (0,T];

aa—]\f:aAMfAM-V+(>\fu)Mf <2ManC) M;
oP A ApYe
S = AP+ (% — 1) P (;P - ? c-— apM) P; (4.7)
oC . Ac /\ch
E—O@AC’—J—(AC—MC)C— <KC’— 7 C—aCM>C'
oP
—| =piP;
I |p, ’
8—0 =o0,C,e (4.8)
o |p;
—_— = CiM
o |y

P(x,y,O) = Po(if,y);
C(x,y,0) = Co(,y); 4.9)
M(z,y,0) = My(z,y)¥(z,y) € Q C R, t € (0,T].
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5. Aproximacao numérica da resolucao do sistema e si-

mulacao computacional
5.1. Aproximacao da solucao do sistema nao-linear

Reescrevendo o sistema 4.7, na forma:

ot 02 oy? “or oy
— %M—aP—bC’ M

M M M M OM
oM a(a B >_ OM _ OM .\

oP 0’P  9°P
rrie Qyp (W+83ﬂ) = (tp = Ap)P
\ AT, (5.10)
- (Ié’P + %O - apM) P;
aC o?Cc  9*C
o Qe (an + ayg) = (e = A)C
Ne ATy

Usando o método das diferencas finitas para a varidvel espacial e o método de
Crank-Nicolson, para a varidvel temporal, visto nas se¢des 2.5 e 2.6 respectivamente.

Escrevendo a solugao para a evolugdo da densidade de vegetacdo M, se tem:

MM A MUTE _optE AR ytE o tE s
i i -« 7 1—mx + 141 i i—1

i+mx

At A2 A
n+3 n+3 n+1 n+1
—u Misime = Micms | _ v Mipy” =M y" | (1 — /\)Mﬁ+%
2Ax 2Ay ?

- (AM“i —aP? - bc{”+5> Mz,

Com alguns procedimentos algébricos se tem:
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Ata Atu Ata Atv
Mt _ _ =" Mt /W
b ( 2Az? 4Am> M= 2Ay?  4Ay

Ath  Ata  Ata At Ata Atv
n+1 [ n+1 =/ =
+ M; ( 5 +Ax2+Ay2+ > +1>+MH_1 ( 2Ay2+4Ay>

4 ( Ata JrAtu)

ime\ T9AZz? T AAx
N AtM_nH AMM M aPi”H +Pr bo;l“ +0 _
2 7 L 2 2 2
Ata Atu Ata  Ata
— M" o/ 2 gy (2 2
tmme <2A1‘2 + 4Ax) M <2Ay2 + 4Ay)

AtA  Ata  Ata At Ata Atv
M - - - 1 M) | — — —
+ M ( 2 A2 Ay? 2 + ) M <2Ay2 4Ay>

Y (Ata _Atu)_

“mr \ 9Az2  4Ax
At AMM M P 4P oy or
_ 7Mzn s 1 + T a 2 + 1 bCz + Cl .
2 L 2 2 2

Analogamente, para a populagido P (pacas), se tem:

oP 0*P  9°P A Aprve

Usando o método das diferencas finitas, se tem:

i—max i+ma i—1

1 n+L n+1 n+1 n+1 n+i
Pin+1_Pin B P"’H’z QPZ +3 +P»+2 +P‘+2 _2Pl +35 +P +35
At Ax? Ay

n+3 Ap ontd | Apye mtd nt+i ntl
_(M;D_A:D)Pi—i_2_(ppi+2+ ?Ci+2_apM-+2>P-+2.

Com alguns procedimentos algébricos se tem:
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Ata,
P_TL-‘rl _ 14 .
i=ma ( 2Ax2) +

Ata At Ata Ata Atu
n—+1 D n—+1 '4 D D P
+ P, — + P, — + + +1
i1 ( 2Ay2) ' ( 2 Ax? Ay? 2 )

Ata Ata
n—+1 n—+1
+‘Pi++1 <_ QAyg) +Pi+tna: <_ QAJ:ZQ))

n+1 n n+1 n n+1 "
AtP,"-H()‘PPi £ e O CE M, +Mz—>

2 K 2 K 2 2

” Atoy,
= Pifmz <2Ax2) 4+ .-

Ata At Ata Ata Atp
Pn P pr P _ P _ P _ P 1
Tl (2Ay2> A < 2 Az? Ay? 2 + >

n Ata n Ata
+ Pi+1 <2Ay12)) + Pi+mx <2A£L’g>

PP AR . A ST

2

K 2 K 2 P 2

Analogamente, para C' (cotias), se tem:

acC o2c  9%C Xe v Apre

Com algumas manipulagdes algébricas, se tem:
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Ata,
n+1 _ ¢ ..
i ( 2A;v2) *

Ata At Ata Ata Atp
P_nJrl _ c CfnJrl _ c c c c 1
i < 2Ay2) o 2 Ax? Ay? + 2 +

Ata Ata
n+1 c n+1 c
* Cj"jl <_ 2Ay? > * Cij"”” <_ 2Ax2>

AtC’n+1 (/\ccin—H_"Cin /\chﬂ‘*‘l_;_Pi" Min+1+Min)
! — — — Q.

—_— 3

2 K 2 K 2 2

" Ata,
= Cifmx <2A1;2) + ...

" Ata, o [ Athe  Ata.  Ata,  Atp
+ i <2Ay2> +Ci ( 2 Az? Ay? 2 + 1>

" Ata, Lon Ata,
1\ 2A2 tmz \ 9 A2

Aty (A CIH 4+ CF Ay PPN PP M MY
+ 7077/ - 7 _ ? v a/c ? ? .
2 "A\K 2 K 2 2

A (MP, M PR PRt O Oty L =
=B (M, M, Pr, prtt on Ot M
Ay - (M™, ML P prl on oLy L g =
= B, - (M, M"*+!, pr Pt Con CrtYy L M
Ag - (M, ML PR prtt on Cnty L M =
= B.- (M", M™1, Pr, Prtl on, ontly M

(5.11)

A ndo linearidade de 5.11 serd abordada pelo método de Douglas-Dupont (Sos-

sae, 2003).

6. Implementacoes computacionais

Nestas simulagdes, as densidades populacionais iniciais P e C das duas espécies

(paca e cotia, respectivamente) serdo distribuidas de forma homogénea na parte do

dominio ndo desmatado, e nula na parte de mata destruida.

A tabela seguinte mostra os pardmetros utilizados nesta simulacao.
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Tabela 2: Tabela dos pardmetros usados nas simulacdes das dindmicas iterativas. Fonte: auto-
ria prépria, usando as imagens divulgadas pelo INPE.

Par. Valor Par. Valor Par. Valor Unid.

a 0327x107% | o 0.14x107° | o 0.1325 x 107° | drea/tempo
7 0.0 p 0.001 Lhe 0.003 n° real

U 0.01 Up 0.0 Ue 0.0 km/més
v 0.0075 Vp 0.0 Ve 0.0 km/més
A 0.115 Ap 0.171 Ac 0.0156 n° real

L 16.7101 K 20.7101 K 20.7101 n° real

a -1x107% | ap 2,15x107% | a. 1,65 x107° | drea/ind. t*
b —0.2e -7 Ye 0.002 Yp 0.001 areafind. t2

A tabela 2 mostra os pardmetros utilizados na simulagdo do convivio entre duas
espécies competidoras, sem caracteristica migratéria sob o aumento de densidade de

vegetacao.

Os parAmetros u,; Up; U.; V. sao considerados nulos porque as espécies paca €
cotia, ndo possuem caracteristica migratoria, y € nulo inicialmente para que os resulta-
dos qualitativos sejam mais visiveis na solu¢do aproximada, como visto anteriormente.
Portanto, é suposto aqui que as simulagdes tentam retratar o convivio destas espécies
diante da recuperagdo de M.

Os gréficos a seguir descrevem a partir das condigdes iniciais o comportamento
evolutivo de M, P e C em instante escolhidos, a saber t = 0; 131.

Neste cendrio observamos um comportamento qualitativamente semelhante ao
anterior no que diz respeito a recuperacao da floresta. Ao longo do tempo as condig¢des
ambientais vdo favorecendo o convivio entre espécies e apds ¢ = 131 vimos que a
mata ja estd totalmente recuperada, porém ainda ndo esta totalmente ocupada pelas
espécies. Somente algum tempo depois esta drea recuperada passa a ser ocupada.

Distribui¢ao inicial da mata e das espécies competidoras.
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Figura 8: Densidade ini-
cial de vegetagdo — M (0).
Geradas pelo MA-
TLAB como resultados das

Fonte:

simulagdes.

Figura 9: Distribuigdo ini-

cial da populacdo de pacas —
P(0). Fonte: Geradas pelo
MATLAB como resultados

das simulagdes.

Figura 10: Distribuicgo ini-
cial da populag@o de cotias —
C(0). Fonte: Geradas pelo
MATLAB como resultados
das simulacdes.

Para o instante de tempo ¢t = 131 temos as figuras 11, 12 e 13.

Figura 11: Densidade final da vegetagdo — M (131). Fonte: Geradas pelo MATLAB como

resultados das simulagdes.

Figura 12: Distribuigao final da populagdo de pacas — P(131). Fonte: Geradas pelo MATLAB

como resultados das simulacdes.
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Figura 13: Distribuic@o final da populacdo de cotias — C(131). Fonte: Geradas pelo MATLAB
como resultados das simulacdes.

Com t = 131 unidades de tempo, o que corresponde ao tempo final de 11 anos
pode-se perceber agora que a drea anteriormente afetada pelo desmatamento j4 estd
totalmente recuperada e estes resultados sdo coerentes com a realidade. Porém as
espécies P e C' ainda ndo estdo totalmente recuperadas, ainda estdo em fase de au-
mento das densidades populacionais e levardo mais algum tempo para se recuperarem
totalmente.

Observamos que a drea que foi afetada pelo desmatamento é onde h4 as meno-
res densidades populacionais. Desse modo a competicdo interespecifica estd influen-
ciando negativamente na dindmica populacional.

Por outro lado, as regides onde se tem maior densidade populacional das espécies
P e C se situam onde ndo se teve impacto do desmatamento.

7. Conclusoes

Neste cendrio observamos um comportamento qualitativamente semelhante ao
anterior no que diz respeito a recuperacio da floresta e das espécies competidoras.

Para as espécies competidoras vimos que os modelos aqui apresentados podem
ser relevantes instrumentos matemadticos que contribuam significativamente para os
planos e execucdo de acdes governamentais de preservacio da biodiversidade, forta-
lecendo o equilibrio ecoldgico entre as espécies e ampliando a diversidade, visando o
resgate de regides ja destruidas, de modo consciente e planejado.

A matemadtica aplicada e computacional na subdrea de ecologia matemadtica
pode e deve criar ambiente e instrumento de simulag¢do para suporte técnico a en-
tidades governamentais auxiliadoras na analise de procedimentos de possivel e/ou

provavel impacto ambiental.



232 Santos & Meyer

Referéncias

Batschelet, E. (1978). Introdugdo a matemdtica para biocientistas. Interciéncia, S.
Paulo.

Carnahan, B., Luther, H. A., e Wilkes, J. O. (1969). Applied numerical methods. John
Wiley & Sons, Inc., N. York.

Kot, M. (2001). Elements of mathematical ecology. Cambridge Univ. Press, Cam-
bridge.

LeVeque, R. J. (2007). Finite difference methods for ordinary and partial differential
equations: steady-state and time-dependent problems, volume 98. Siam.

Marchuk, G. L. (2011). Mathematical models in environmental problems, volume 98.

Elsevier.

Okubo, A. (1980). Diffusion and Ecological Problems: Mathematical Models. Sprin-
ger, Berlin.

Poletti, E. C. C. (2009). Dispersao de poluentes em sistema de reservatorio: mode-
lagem matemdtica via logica Fuzzy e aproximagao numérica. Tese de Doutorado,
FEEC-UNICAMP, Campinas/SP.

Ruggiero, M. A. G. e Lopes, V. (1996). Calculo numérico: Aspectos tedricos e com-

putacionais.

Skellam, J. G. (1951). Random dispersal in theoretical populations. Biometrika,
paginas 196-218.

Sossae, R. C. (2003). A presenca evolutiva de um material impactante e seu efeito no
transiente populacional de espécies interativas: modelagem e aproximacdo. Tese
de Doutorado, IMECC-UNICAMP, Campinas/SP.



