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Resumo. Neste trabalho, propomos um modelo matematico nao linear para
estudar a deplegao de oxigénio dissolvido devido a excessiva proliferagao de po-
pulagoes de macréfitas provocada pela presenga de poluentes no meio aquatico.
O modelo é formulado utilizando um sistema de equagdes diferenciais or-
dindrias nao lineares, considera-se quatro varidveis, concentragao de nutri-
entes, densidade de macréfitas, densidade de detritos e oxigénio dissolvido.
Os pontos de equilibrio do sistema sao obtidos e sua estabilidade é discutida.
Simulag¢Ges numéricas sao realizadas para ilustrar os resultados matematicos
obtidos.
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1. Introducao

Usos excessivos e indiscriminados de fertilizantes organicos ou quimicos

muitas vezes levam ao acimulo de nutrientes nos corpos de agua, os quais
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estimulam o crescimento de plantas aquaticas. Esse fendmeno é conhecido
como eutrofizacdo. Alguns destes nutrientes como o nitrogénio e o fosfato em
quantidades significativas aceleram o crescimento de macréfitas, resultando na
reducao dos teores de oxigénio dissolvido (OD) e a deterioracao dos recursos
hidricos.

Vérias pesquisas foram realizadas para estudar o crescimento das po-
pulagoes de macréfitas na presenga de nutrientes (Voinov e Tonkikh, 1987; Pe-
reira, 2004; Misra, 2010; Rubianes, 2015). As macréfitas crescem muito rapido
em altas concentragoes desses nutrientes e podem cobrir toda a superficie do
meio aquatico; elas tém uma réapida absorcao de nutrientes a qual acumula-se

na sua biomassa.

A maior parte dos detritos organicos decorrem da decomposicao destas
plantas e ficam acumulados e retidos no sedimento. Estes detritos serdo no-
vamente transformados em nutrientes por bacterias que usam muito oxigénio
dissolvido para este processo (Hulla et al., 2008; Rinaldi et al., 1979). Dentre
os gases dissolvidos na dgua, o oxigénio (Oz) é um dos mais importantes na
dindmica e na caracterizacdo de ecossistemas aquaticos. As principais fontes
de oxigénio para a agua sao a atmosfera e a fotossintese.

Em estudos de laboratério, Pereira (2004) observou um aumento da taxa
de crescimento intrinseco das macrofitas aquéticas Eichhornia crassipes e Pistia

stratiotes em ambientes com maiores concentracoes de fosforo e nitrogénio.

Misra (2010) estudou a deplegao de oxigénio dissolvido devido a macrofitas
sendo seu meio aquatico um lago, supondo uma entrada de nutrientes perma-
nente e com uma taxa de crescimento de macrofitas proporcional & concentragao
de nutrientes, mas ele nao considerou uma taxa de crescimento em um meio sem
a presenca do poluente, cendrio que pode acontecer se forem implementados
planos de contingéncia para o controle das fontes poluidoras e das populagoes
de macrofitas, que irao diminuir consideravelmente a concentracao de nutri-
entes e em alguns casos podendo ter uma concentragao nula, o que implicara
numa densidade de macroéfitas nula.

Neste artigo, diferente das pesquisas acima citadas, consideremos uma
taxa de crescimento intrinseco natural de macréfitas, adicionada de uma taxa
proporcional a concentracao de nutrientes no meio, devido a absorcao e trans-

formacao desses nutrientes em biomassa.

Tendo em conta o acima exposto, estudamos via modelos matematicos

a influéncia do poluente na taxa de crescimento intrinseco das macrofitas e a
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deplegao de oxigénio dissolvido devido aos detritos.

2. O modelo matematico

Sejam n a concentracao de varios nutrientes, m a densidade das macré-
fitas, S a densidade de detritos e C' a concentragdo do oxigénio dissolvido.
Assumimos que a concentracdo n aumenta devido aos detritos que sdo trans-
formados em nutrientes a uma taxa y; e a uma fonte de descarga de nutrientes
f.

Essa concentracao diminui por fatores naturais a uma taxa u,, e pela pre-
senca de macrofitas a uma taxa proporcional a nm. Na modelagem da dindmica
populacional das macréfitas, é considerada a competicao intraespecifica pelos
nutrientes onde k representa a capacidade de suporte, e o decaimento é consi-
derado proporcional a sua densidade m, sua taxa de crescimento intrinseco é a
soma de A1 e Ayn, que representam sua taxa em um meio sem a presenga de
nutrientes e o aumento dessa taxa proporcional & concentracao de nutrientes
no meio.

Uma vez que a morte natural de macroéfitas sao transformadas em de-
tritos, considera-se a taxa de crescimento dos detritos proporcional a m. Pro-
cessos bioquimicos convertem detritos em nutrientes, assim assumimos que o
decaimento dos detritos é proporcional a S.

Considera-se a taxa de crescimento do oxigénio dissolvido por diversas
fontes e denotada por ¢ e sua taxa de decaimento natural é proporcional a sua
concentracao C. Assumimos que a taxa de crescimento do oxigénio dissolvido
devido a fotossintese das macrofitas é proporcional a m e a taxa de decaimento
do oxigénio dissolvido causado pelo consumo de oxigénio na transformagao de
detrito em nutriente é proporcional a densidade do detrito S.

Tendo em conta as hipdteses e consideragoes acima mencionadas, o mo-
delo proposto para a deplegao de oxigénio dissolvido pela presenca de macréfitas

é dado pelo seguinte sistema de equacgoes diferenciais:

B = f 4 ypsS — ppn — yonm,

% = ()\1 + )\Qn)m (1 — %) — UmMm,

5% (2.1)
dat O bm M — ,ussv

% = q+am—u.C — 58S,

com condigbes inicias n(0) > 0, m(0) > 0, S(0) > 0, C(0) > 0.
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Aqui pip,, Ws, fhe, 05 A0 constantes de decaimento, 2, 0 € a 880 cons-

tantes de proporcionalidade.

3. Pontos de equilibrio do modelo

Devido a nao linearidade do sistema (2.1), nao é possivel encontrar uma
solucao analitica. Portanto, vamos estudar o comportamento do sistema, para
isso, primeiro vamos encontrar os pontos de equilibrio.

Um ponto de equilibrio de um sistema dindmico é a solugao que nao
varia com o tempo.

Denotaremos os pontos de equilibrio por E(n,m,S,C), assim o sis-
tema de estudo tém dois pontos de equilibrio, um equilibrio trivial Ey(f/n,
0, 0, q/u:) que indica que a populagdo de macrdfitas ndo esta presente no
meio aquético. Devido a que o detrito é formado pela morte natural dessas
macréfitas, que estao ausentes e assim o detrito também estd ausente.

Temos também um equilibrio interior Eo(n*,m*, S*, C*), onde n*,m*,

S*, C* sao obtidos resolvendo as seguintes equagoes:

0 = f + ’YlﬂsS — UnpT — Y2nin, (32)
m

0 = (M +Xan)m (1 — f) — U, (3.3)

0 = opmm — pusS, (3.4)

0 = qg+am—puC —dS. (3.5)

substituindo os valores de m e S das equagoes (3.3) e (3.4) na equacdo (3.2),

obtemos a seguinte equagao quadratica:

(o + EXovo)n® 4+ (kMiy2 — fA2 — KXo — kptmy2 + fnAi)n
— (fAr o+ EMO — k) = 0. (3.6)

onde 0 = yi0u, > 0.
Claramente, uma das raizes da equagcédo (3.6) é positiva e é dada por:

e b V2 + 4(pn e + kXav2) (fA1 + kX0 — kpn0))

, 3.7

sempre que
FAL+ kA0 > Epun, (3.8)

onde b = kXi1va — fAo — kol — kptm Yo + pin 1.
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Utilizando o valor de n* na equagao (3.3), obtemos o valores positivo de
m*, sempre que

A+ AQTL* > [, (39)

e utilizando novamente o valor de n* com o valor de m* na equagao (3.4),
obtemos o valor o valor de S*.
Finalmente, utilizando os valores de n*, m* e S* na equagao (3.5), ob-

temos o valor de C* sempre que seja satisfeita a condicao

q+ am* —3§,5* > 0. (3.10)

Da equagdo (3.6) é claro notar que % > 0. Com isso, a partir das

equagoes (3.3) e (3.4) podemos de maneira simples obter que % > 0, % > 0.
Isto implica que, quando a fonte de nutrientes f aumenta, os niveis de equlibrio
de concentracao de nutrientes e de densidades de macroéfitas e detritos também
aumenta.

Da equagéo (3.5), temos

dc* 1 { Uﬂm:| dm*
— = la-s , 3.11
2T e (311
que é negativo se
[a — 4, 05’"} <. (3.12)

A condigéo acima (3.12) serd facilmente satisfeita porque a maioria das
macréfitas flutuam na superficie do corpo de agua, pelo que o oxigénio formado
pelas macroéfitas aquéticas durante a fotossintese pode ir para a atmosfera e
uma pequena quantidade do mesmo serd dissolvido na agua, assim « é muito
pequeno. Isto mostra que a medida que a taxa de nutrientes no corpo de agua

aumenta a concentracao do oxigénio dissolvido diminui.

4. Analise de estabilidade

Nesta secao, realizamos a andlise de estabilidade local dos pontos de
equilibrio obtidos. Esta andlise caracteriza o comportamento das solucoes que
comegam préximo do ponto de equilibrio. Um ponto de equilibrio é dito local-
mente assintoticamente estavel se para todos os pontos iniciais perto do ponto

de equilibrio, a trajectoria solucao aproxima-se ao ponto de equilibrio quando
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t — oo. A estabilidade local de um equilibrio pode ser estudada por deter-
minacao do sinal dos valores proprios de matriz Jacobiana avaliada no ponto
de equilibrio.

Seja M; a matriz Jacobiana do modelo (2.1) avaliada no ponto de equilibrio
E1(f/tin, 0, 0, q/pc), temos

—Hn _% 0z 0
My — 0 M+ —p, 0 0
0 OHm —Hs 0

0 « —0s  —fi¢

Da matriz M, é simples observar que os autovalores de M; sao —p,,
Ao f
AL+ T2 = fny — s € —He
Uma vez que trés dos autovalores de M; sao claramente negativos, entao
A2

a estabilidade de Fy vai depender do sinal de Ay + B = e Assim, F; é um

ponto de equilibrio instavel pois

A
A1 + Lf > Hom -
[in
Agora, estudamos a estabilidade local do ponto de equilibrio Es(n*,m*,
S*, C*). A equacao caracteristica da matriz Jacobiana do modelo (2.1) avaliada

nesse ponto de equilibrio é dada por,

A+ o) (N + AN 4+ Ag) + A3) =0, (4.13)
onde,

A = pis + pn +y2m™ + A+ Aon™ — gy, (4.14)

* )‘2 *2 * * *

Ag = (Agm™ — ™M )72 + (= pin — Y2 ™) (e — A1 — A2n™)
s (i +72m” + A1+ Aan” — fim), (4.15)
Az = Ps(fn A1 + i Aan™ — fp i + Y2 Aim™ + Xoyen™ m* — yop,m”)
Aapesm® N

+ Oty = ) (f = pam). (4.16)

Utilizando critérios de Routh-Hurwitz, é possivel mostrar que as raizes
do polinémio de terceiro grau A% + A; A2 + A\ 4+ Az tém parte real negativa
se, € somente se,

A; >0, comi=1,2,3, (4.17)
A1As > As. (4.18)
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Portanto E5 é localmente assintoticamente estavel, assim temos o se-
guinte resultado.

Teorema 4.1 O ponto de equilibrio Eo(n*,m*, S*, C*) é localmente assinto-

ticamente estdvel se valem as condigées (4.17) e (4.18).

962 963 964 965 966 967 968 969 4 41 42 43 44 45 46 47 48

Figura 1: Equilibrio FEs. Estabilidade Figura 2: Equilibrio F5. Estabilidade

no plano m-C. no plano S-C.

5. Simulacoes

Para verificar a viabilidade de nossa anélise sobre a existéncia do equilibrio
interior Eo(n*,m*, S*, C*) e as condicoes de estabilidade correspondentes, re-
alizamos algumas simulagoes numéricas, na Tabela 1 sao dados os valores dos
pardmetros do modelo (2.1). Alguns destes valores foram tomados de Misra
(2010).

Tabela 1: Valores dos parametros utilizados nas simulagoes

Parametros Valores Unidades Parametros Valores Unidades
f 0,5 mgl  dia™! s 0,04 dia™!
Y1 0,02 - Y2 0,6 Img~tdia™*
Ln 0,005 dia™! A1 0,068 dia=!
A9 0,4 Img tdia™? Lom 0,02 dia=!
12 mgl~! o 0,9 -
0,2 mgl  dia™" « 0,02 dia™!
e 0,01 dia™! Os 0,06 dia™!
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Verifica-se que, sob os valores dos parametros, condigoes para a existéncia

do equilibrio interior Eq(n*,m*, S*, C*) estao satisfeitos e Fy é dado por:

n* =0,0869, m* = 09,6640

S* = 4,3488, C* = 13,2352.

Os autovalores correnpondentes & matriz Jacobiana avaliada no ponto
de equili-brio Ey sao —0,01, —5,7966, —0,0896, —0,04, os quais sao todos
negativos. Conseqiientemente o equilibrio Fy é assintoticamente localmente
estavel.

Além disso, novamente, para o conjunto acima de parametros, as tra-
jetorias solugao do plano m — C e o plano S — C para diferentes condigoes
iniciais foram desenhadas nas Figuras 1 e 2. A partir destes dados, é claro que
todas as trajectorias sao atraidas pelo equilibrio, o que indica a estabilidade de
(m*,C*) e (§*,C*), respectivamente.

O efeito da taxa de entrada de nutrientes f nas varidveis m, S e C estao
apresentados nas Figuras 3, 5 e 6. Aqui, os valores dos outros parametros sao
como os dados na Tabela 1, excepto f. A partir destes dados, é claro que, uma
vez que a taxa de entrada de nutrientes f aumenta, o nivel do equilibrio de
densidades de macréfitas e detritos aumenta, considerando que a concentragao
do oxigénio dissolvido diminui.

ula& f=09

o ALA2'n =05

Densidade de Macroéfitas (m)
S
Taxa de Crescimento Intrinseco

0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Tempo (t) Tempo (t)

Figura 3: Variagdo da densidade de Figura 4: Variagdo da taxa de cresci-
macrofitas para diferentes valores de f. mento intrinseco ao longo do tempo.
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Densidade de Detritos (S)
w

Concentragao de Oxigénio Dissolvido (C)

0 100 200 300 400 500 600 0 100 200 300 400 500 600 700
Tempo (t) Tempo (t)
Figura 5: Variacao da densidade de de-  Figura 6: Variagao da concentragao de

tritos para diferentes valores de f. (OD) para diferentes valores de f.

A partir das Figuras 3, 5 e 6 vemos também que, se a taxa de en-
trada de nutrientes no meio aquatico é zero, isto é, f = 0, entao a densidade
de macréfitas e detritos tendem & sua minima densidade depois de um curto
periodo de tempo e neste caso a concentragao de oxigénio dissolvido tende para
o seu valor méaximo.

Finalmente na Figura 4, uma vez que a taxa de crescimento intrinseco
depende da concentragao de nutrientes, observa-se que quando a entrada de
nutrientes aumenta a taxa de crescimento também aumenta.

6. Conclusoes

Neste artigo, foi proposto um modelo nao linear para estudar a deplegao
de oxigénio dissolvido em um meio aquético devido & proliferacao excessiva de
macrofitas aquéticas, para isso adicionamos a taxa de crescimento intrinseco
uma resposta funcional linear entre concentracao de nutrientes e populagao de
macrdfitas.

Nao assumimos que hé uma entrada permenente de nutrientes no meio
aquatico, assim, no caso de obter uma concentragao de nutrientes nula, a taxa
de crescimento intrinseco na dinamica das macréfitas é constante e nao nula, o
que é mais de acordo com a realidade. O modelo exibe dois pontos de equilibrio,
um trivial e o outro interior.

O primeiro equilibrio é instavel, enquanto o segundo equilibrio é local-
mente assintoticamente estavel. Mostra-se que, quando a taxa de entrada de

nutrientes f no meio aquatico aumenta, a concentragao de nutrientes e as den-



188 Rubianes, Cajas, Meyer & Rubianes

sidades de macrofitas e detritos aumentam enquanto que a concentragao de

oxigeénio dissolvido diminui o que também é mostrado nas simulagées numéricas.
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