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1. 0 PROBLEMA

O rim humano é a principal via de eliminagao de
impurezas do sangue, dentre as quais podemos destacar a uréia, o
aclido Urico e a creatinina [1s].

Quando o rim falha na execugdo desta sua fungso, uma
alternativa é retirar o sangue do corpo humano, passa-lo através
de um rim artificial, onde estas impurezas s@o removidas e, entao,
reintroduzi-lo no corpo humano, [9] e [1s].

Tal alternativa para a filtragio de impurezas no sangue
pode ser obtida usando-se membranas sintéticas == este
procedimento é denominado hemodialise extracorpdrea, ou,
simplesmente, didlise. A filtragiio se da pelo bombeamento vertical
do sangue através de capilares imersos em um recepiente
cilindrico, contendo soro dialisador que é bombeado, também
verticalmente, através do recipiente, no sentido contrario ao do
fluxo do sangue. Este soro é renovado continuamente. As impurezas
atravessam a membrana semi-permeavel que reveste cada capilar.
Esta técnica baseia-se, entdo, num processo de difusdo radial —
através desta membrana semi-permedvel — e de advecgao
longitudinal [a].

Este trabalho objetiva analisar e simular numericamente
este processo sob condigdes diversas como troca de membrana,
alteracdo de velocidade de fluxo (i.e.: do bombeamento) ou
alteragao da concentragao do soro dialisador, e comparar os
resultados obtidos através dos métodos de Galerkin "Standard" e

Petrov-Galerkin [e], [10], [12].



2. 0 MODELO

Com o objetivo de encontrar uma equag8o matemdtica que
descreva um modelo de funcionamento da didlise, recorremos a

equagdo geral do transporte dada por:

ac

-5 # div(J) = f (2.1)

onde C = C (r, o, z) denota a concentragao de impurezas no
sangue; J denota o fluxo de sangue e f representa a fonte ou o

sorvedouro [7], [1a].

Neste problema, o sistema funciona em regime
estacionario, logo g—: = 0. Por outro lado, durante o fendmeno de
transporte nao ocorrem produgao nem consumo de impurezas no

sangue; dai f = 0. Resulta, entao, que (2.1) se restringe a
div (J) =0 (2.2)

Como o fendmeno de transporte, no interior de cada
caplilar do dialisador, se da por difusdo através da membrana
semi-permedvel, e por advecgdo longitudinal, denotando por F o

fluxo por difus3o e por T o fluxo por advecgao, temos:

J=F+ T
e
div (J) = div (F) + div (T) (2.3)
Analisando a geometria do meio onde ocorrem estes
fenomenos —— supondo o fluxo laminar e por forga da simetria
axial —, temos que div (J) se resume a uma funcdo nas variaveis

r ez, definida em Q= [0, RIx[0O, L], onde R e L denotam,

83



respectivamente, o ralo e o comprimento de cada capllar, como

mostra a figura abalixo
2 A

Zanghle 0
FIGURA (1)

Nestas condigdes, denotando por D o coeficlente de

difusso, deduz-se

# 2
div (F) = div (-DVC) = -D [ 8°c_, 1 ec , &° ]
2 r ar 2
ar a8

Como a advecg@o, na diregdo do elxo-z, se sobrepde,

quase que absolutamente, a - difusdo nesse mesmo sentido [8],

2
podemos tomar, na expressao acima, D 45 = 0. Desse modo temos:
0z
a%c 1 acC
dtv (F) = -D [ ; ] (2.4)
ar2 r ér .

Recorrendo & Lel de Poiseuille [2]), [7], [e], [14], para

modelar o perfll da velocidade na diregdo do elxo-z, temos:

2

_ . ac
div (T) = Vm [1 R2] -—a?- (2.5)

onde V denota a velocidade média do sangue.

De (2.4) e (2.5) resulta

2 ! 2
av () =-p [2& ., L &),y [ -] &€
2 r or m 2 dz
ar R
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ou ainda

2 2
D[ 8°%c , 1 ac ] vy [1 _r ] 8C_ _
2 m
dr
(2.8)
Vir, z) e Q

Finalmente, denotamos a permeabilidade da membrana
semi-permedvel por P, a concentragdo do nosso dialisador por Cd &
a concentragao inicial de impurezas por Cln , temos que as

condigdes de contorno s3o dadas por:

(1). C = C.. z=0e0=sprs=sR
ac
(11}, =D === P G= Cd), V=R e 0=2Z2sL (Lei de Fick)
ac o
(111). =20 z=L e O0sr =R (Imposigiio do Problema)
ac
(1v). g = 05 z=L e 0sr sR (Simetria axial)

3. A FORMULCAO VARIACIONAL

Tendo em vista que o problema de valor de contorno (2.8)
é um problema de avecgdo - difusio do tipo parabdlico, com énfase
num ou noutro dependendo da relagao entre os coeficientes do
problema e sua descritizagfio, iremos aborda-lo, primeiro, através
do Método de Galerkin "Standard" e, em seguida, através do Método
de Petrov-Galerkin.

Antes disso, como (2.6) estid expressa em coordenadas
cilindricas, precisamos submeter a sua formulagdo classica

generalizada & mudanga de coordenadas dada por:

’

cujo Jacobiano é r.

I

r cos o

]

I sen ©
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Nestas condigdes, escolhendo como o espaco de trabalho

Hi(n), e, nele, tomando o subespago

1 av |_ av
\' {v e H (Q); 5 : g B

. o} (3.1)
z=L

temos:

3.1 O METODO DE GALERKIN "STANDARD"

Neste caso, o problema se resume em encontrar c € V tal

que, para todo v € V, temos

2 2
D[6C+1 BC]—V[1—"]'3C‘V=
ar2 r ar m 0z

2
olr ac av +V 1 - r ac v
ar ar m 2 8z
R
+ PR | Cvdz + PRCd vdz (3.2)
0 0
r=R r=R

3.2 0 METODO DE PETROV-GALERKIN

Tendo em vista que (2.8) apresenta um termo de advecgﬁo

2
ne direGao do eixo-z, dado por V [1 -z ] e ) uma
m R2 az
~ ~ 1 ac
advecgao artificial na diregao do eixo-r, dado por =

aplicaremos o Método de Petrov-Galerkin nestas duas diregdes.

Para isto induziremos uma difusao artificial na diregao do eixo-z,
2

87C
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acrescentando em (2.6) o termo
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Nestas condigdes o problema torna-se o de encontrar CeV

tal que, para todo veV, temos:

2 r ér 2 dz

2 2 2
D[ 8°C , 1 8c _ 8°cC ] -y [1 _r ] ac \ V4
ar 8z "

ar m Rz dz az
2 3
A e I - A | LR -
m R » R
ac ac r2) s&c av
+ AD|—— | == - aAv [|r - -
ar ar m Rz 8z ar
L L
- PR J Cvdz + PRCd vdz (3.3)
0 0
r=R r=R

4 DISCRETIZACAO

Em primeira aproximag3o, optamos por uma triangulacdo

uniforme do Q, obtendo o conjunto de triangulos disjuntos

N
Th = {Qh } tals que
h=1
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como mostra a figura (2):
' 4

v

FIGURA (2)

Se ja Vh ¢ V o subespago de dimens3o finita de V dado

por:
V = {% eVi;veC’emflev | é linear} (4.1)
h h h h g
h
A definigao de Vh induz & escolha de uma base
B = {?1,..., ¢N}, onde N é o nimero de nés da malha, tal que, para
J=1, 2, , N =

(1). tpi(r‘J,zJ)=6U

(11). e, é linear em cada Q

Nestas condigdes, a aproximagdo Ch que minimizar o

potenclial assoclado ao problema (2.8) estd em Vh c V, e sera

N
c=3Yc
h ZJ‘"J

J=1

representada por

Assim, o problema (2.8) resume-se em encontrar

C=(C,..:, CN) em Vh tal que, para todo 9, € Vﬁ » 1=1, 2,..., N
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4.1. NO METODO DE GALERKIN “STANDARD":

. 8¢ awl 8 3
D}y G |p - +V c. llp~<&
] or ar m B R?
j=1 j=1
NF L
+ PRZCJ ‘[{pj e, dz = PRCd J“qp1 dz
j=1F 0 0

4.2. NO METODO DE PETROV-GALERKIN:

. 50, 89, = 89,
DZCJ [P ar | 6?]+DZCJ[BZ ‘
J:
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5. EXISTENCIA E UNICIDADE DA SOLUCAO

Estabelecido o espago de trabalho

ax

H'(Q) = {v o L) Bl @ L) momirm D, Byl... }
i

definamos, sobre ele, o produto interno usual. A norma em HI(Q),

introduzida por este produto interno é definida por:

n
av 2 1
IviIE  =]v? +Z|| ., vvenia
H'(Q) L) & % L

Desse modo, HI(Q) é um espago de Hilbert. O subespago
V c H'(Q) é, também, um espago de Hilbert, com a norma de H (Q)

induzida sobre ele.

Com estas consideragGes, denotando-se A, L e B por:

3
2 ac av | _ R ac
A(C, v) = D[r' T ' . ] Vm[[r —-——R2] = ’ v] + PR J:cvdz

L(v) = PRCd | vdz

_ ac av ac av
B(C;V)“D[r‘“-a?—’—-a}-ﬂ]*'D[Tz——’ ]+

3 2
2 r ac av r ac av
* avm [[p " Ra ] az ’ dz ] - D SVm [[1 - Rz ] ar | az ] *
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3
+V o r ac vl = ap ac av "
m ar or

3
r ac av
+ AVm [ﬁ~—- 5 ] T 1 e ] + PR ocvdz,

r=R

verifica-se que tanto A quanto B constituem-se em formas

bilineares, continuas e coercivas sobre V. Por outro lado, L é uma
forma linear continua sobre V.

Nestas condigdes, pelo teorema de Lax-Milgram [4], [s],

[11] e [13], podemos afirmar que existe um Unico C € V e um tUnico

C e V tal que |

A(C, v)

L(v) , VveV

B(C, v)

L(v) , YvelV

Desse modo, ficam garantidas existéncia e unicidade de
solugdo tanto com respeito ao Método de Galerkin "Standard" quanto

com respeito ao Método de Petrov-Galerkin.

6. ESTIMATIVA DE ERRO E RESULTADO NUMERICOS

Usando a metodologia usual, s3o oferecidas estimativas
de erro e resultados Numéricos ser3o fornecidos. Graficos
construidos a partir destes resultados foram preferidos pela
facilidade de visualizagdo — e sd@o apresentados a seguir.

Embora os parametros se jam aproximadamente
correspondentes aos da didlise efetiva, as dimensGes do aparelho
foram escolhidas de modo a permitir a execugdo dos programas num
ambiente PC-AT do LABMA (Laboratério de Matemitica Aplicada do
Depto. de Matematica Aplicada) da UNICAMP.
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