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§ 1. INTRODUGAO

A contaminagdo por mercirio langado ao meio ambiente oferece
sérios riscos a biota e a populagio humana. Seus efeitos ja foram

verificados no Japdo e no Canad4d nos anos 50 e 60, posteriormente
no Iraque, na Suécia e na Finlandia nos anos 70. A causa, na

maioria dos casos, foi a ingest3o de alimentos contaminados por
mercurio, especialmente peixes.

No Brasil, foram relatados casos de contaminaciio humana na
Bahia, hd cerca de 20 anos, e a causa foi a ingestdo de mariscos
contaminados pelo langamento de mercirio por uma indastria
cloro-alcalis.

A mineragdo de ouro aluvial é uma atlividade que aumenta a
preocupagdo quanto & contaminagfio ambiental.

Este tipo de mineracio envolve atualmente cerca de 600 mil
garimpeiros espalhados por varias regides brasileiras, com malores
concentragdes na Amazdénia (Ronddnia, Roraima e Pard), norte do
Mato Grosso e Goids e norte do Rio de Janeiro (cf[11]).

Nosso Intuito neste trabalho é o de modelar matematicamente e
simular numericamente a presencga de Hgo em rios proveniente da
minerag8io de ouro aluvional, através do Método de Elementos

Finitos.

§ 2. DESCRIGAO DO PROBLEMA
De acordo com Silveira e outros (cf[12]), o ouro presente no

Rlo Madeira é extremamente fino - 60 a 80 mil fagulhas para se

produzir um grama do metal precioso - e consequentemente o
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percentual de perdas é muito grande. Por esse motivo, o Hg
metdlico é utilizado na amalgamag3o do ouro. Este processo envolve
a mistura de Hg metdlico com o sedimento fluvial, pré-concentrado
gravimetricamente, e posterior separagfio da amdlgama por queima e
consequente volatilizagdo do Hg.

Estimativas preliminares indicam que para cada kilograma de
ouro produzido, pelo menos 1.32 kg de Hg é liberado para o melo
amblente, sendo cerca de 55% langado na atmosfera por sublimacio
durante a queima e cerca de 45% na forma de Hg metilico langado
diretamente ao rio durante as diferentes fases do processo de
extracgdo.

Em [12], Silveira e outros ilustram este processo através de
uma flgura aqui reproduzida, ver fig.1. Este esquema mostra o

ciclo esquemdtico do detino do Hg na regido do Rio Madeira.
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fig.1

O Hg liberado diretamente para o rio, devera depositar-se e
eventualmente acumular-se no sedimento de fundo, ficando
relativamente imével, uma vez que as condigdes fisico-quimicas do

Rio Madeira nfo favorecem sua imediata remobilizacgio.
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A fragd@o liberada para a atmosfera sera rapidamente oxidada e
carreada pelas precipitagdes para A&reas ad jacentes ao rio,
geralmente ocupadas por matas tropicais. Nos solos e rios da
floresta, de pH &cido e baixa condutividade, o processo de
monometilagdo do Hg sera favorecido, colocando o Hg novamente em
disponibilidade.

Pretendemos modelar neste trabalho a concentragido de Hg

metéliqo langado diretamente ao rio.

§ 3. 0 MODELO GENERICO

Consideramos o trecho do rio a ser estudado como sendo um
prisma §J , ilustrado na fig.2. Segundo Marchuk [7], MUrray [9],
Okubo [10], Edelstein-Keshet [4], entre outros, sendo C(t;x) a
concentragdo de Hg num instante t € I = (0,T) e num ponto x € Y s

a equagdo que descreve o comportamento de C(t;x) em I X ¥ é:

g% — div (egradC) + ¢C + div(VC) = f (3.1)

Esta equagdo incorpora quatro fendmenos distintos, quais
se jam:

(1) O fendmeno de difus3io, que & um processo pelo qual as
particulas se movimentam aleatoriamente. Descrevemos a difusio
através do termo - div ( « grad C ) onde a é o coeficiente de
difusibilidade do mercurio na &agua.

(2) O decaimento da concentragio de Hg que se da, por
exemplo, pela ingestdo das particulas por peixes que retém
parte desse mercirio ou ainda pela passagem direta do Hg para a
forma metilada, entre outras razdes. Este fendmeno aparece na
equacdo (3.1) no termo c C onde ¢ é a taxa de decaimento. O
significado dessa quantidade fica especlalmente claro se colocamos

«=0, f=0eV =0, obtendo a equacgio:

— + o C = 0
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dragas
I

da vaz8o do rio onde o dominio estudado fol um corte transversal
desse rio.

Nessa segunda abordagem, procuramos usar o modelo (3.1) com
uma nova escolha de dominio. O propésito é o de incluir o fendmeno
de transporte do mercurio pela prépria vazio do rio.

Vamos supor um trecho do rio suficientemente longo de maneira
que a concentragéio C(t;x) de Hg seja nula a jusante — situacgdo
esta que ocorre de fato [13].

Estudaremos agora a concentrag8io C(t;x) de Hg em uma secgio

longitudinal do rio, ilustrada na fig.3 e que identificamos como
Q.

'

4

-

fig.3

Supomos que o mercurio despejado por algumas dragas a
montante desloca-se uma distadncia limitada rio abaixo no plano Q
por melo de fluxo laminar nunca ultrapassando, porém, a secgdo de
reta FJ que identifica a extremidade do prisma.

Com essa abordagem do problema, introduzimos no modelo a agfo
da correnteza, além da ag3o da gravidade. Para isto tomamos o
campo V — do termo div ( V C ) — n3o mals como (0,V2) (vide
[8]), mas como sendo v = ( V1’ Vz) onde V1 representa a
velocidade horizontal da correnteza que carrega as particulas rio
abaixo e V2 a velocidade vertical das particulas de Hg deslocadas
pela acdo da gravidade em diregio ao fundo do rio.

Tomamos o coeficiente de difusibilidade do Hg na &gua como
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sendo constante, o que faz com que o termo de difusdo torne-se
-a AC.

Consideramos que nio haja entrada nem saida de Hg pela parte
TH da fronteira, ou seja, admitimos que ndo haja entrada de
mercirio proveniente de dragas acima do trecho consliderado, isto

é:

Na superficile Fs do rio, admitimos que ndo haja perda de Hg

por evaporagdo e, portanto,

Consideramos também, que nfo haja fluxo de Hg através do
fundo FF. isto &, as particulas de mercirio ndo atravessam o

sedimento, ai se acumulando e, entdo, temos:

Na parte FJ da fronteira, conforme mencionado, estamos
supondo

C(t;x,y) = 0.

Inicialmente, para t = 0, admitimos as dragas, aqul
consideradas como as fontes de Hg, desligadas em termos de
emissfio, sendo ligadas e emitindo mercirio a partir do instante

subsequente (t > 0). Temos assim, como condigdo iniclal:
C(o;x,y) =0 em Q.

Desse modo, ent3o, a E.D.P. que modela esta abordagem do

problema fica:

ac ac ac
+

= - o AC + o C + V1 Bx V2 3y = f emI XQ (4.1)

e, as condigdes de contorno e iniclal sfdo dadas respectivamente

por:

69



=0 em ' Ur Ur.,
S M F

Cltix,y) =0 emT e (4.2)

C(o;x,y) = Co(x,y) = 0 emQ.

§ 5. FORMULAGAO VARIACIONAL

Ao fazermos a formulaglio classica para esta abordagem do
problema de difusfdo/advecgdo de Hg, deparamo-nos com © mesmo
problema de abordagem anterior: as fontes poluidoras n3o s3o
necessariamente continuas nas varidveis espaciais e temporal (é
bastante razodvel, alids, supor que ndo o sejam!). Recorremos
entdo, a formulagdo variacional, com a qual exigimos apenas que f
seja de quadrado Lebesgue integravel.

Assim, fazendo a formulagido variacional de (4.1), obtemos

para cada t € I:

QE vds - « ACvds + ¢ Cvds + V QE v ds +
at 1 ax
Q Q Q Q
ac 1
+ V2 J 3y v ds J fvds, YveVcHI(Q),
Q Q
il e oS & »
onde V={veH(Q : —=0 emI'-T ev=0enl_ )
an J J

Aplicando o Teorema de Green e wusando as condigdes de

contorno (4.2) na segunda integral do primeiro termo, obtemos:
QE vds + a VC Vv ds + o Cvds + V ¢ v ds +
at 1 ox
Q Q Q Q

+ Vv J QE v ds J f vds , Vvelv.
2 ay
Q Q

Usando a notagdo do produto escalar em LZ(Q), escrevemos o
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problema acima da seguinte forma:

Achar C: I —> V tal que, para cada t € I, valha:

ac ac
<E|v>+a(VC|Vv)+o‘(C|v>+Vl(a-§—v>+
ac
* V¢ 5§|v > = (flv), Vvev (5.1)
Fazendo:

altiu,v) = aVC|W > + e (Clv)+ V1<g—§—lv 3+ Vz<g%|~' N

Loby) =4 flv >,
o problema (5.1) se reduz a encontrar C e Lz(I;V] tal que, para

cada t € I, valha a seguinte igualdade:

ac .
< EEIV > + a(t;u,v) = L?(v), VveVv (5.2)

Em termos de existéncia e unicidade da solugdo procurada,
estamos nas condig¢des do seguinte teorema de Lions (cf[6]):

Se o operador a(t;u,v) é tal que:

(1) Vu,v eV, a fungdo t —> a(t;u,v) & mensuravel;

A1) | atuw) [ sMful v,
H (Q) H (Q)’
(1i1) 3 A tal que .
a(tiuw) + Aful = s]u] |
L2 Hl(n), >0, ueV

e se
(iv) Lf(v) é continuo,

entdo o problema variacional (5.2) admite uma tUnica solugdo.

De fato, temos

(1) Mensurabilidade do operador a(t;u,v), esta garantida pela
prépria definicdo de a(t;u,v).

(2) Continuidade de a(t;u,v) : V t e I,

tomando B, = max {«,0}, pela desigualdade de Cauchy temos
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o J VuVvds + ¢ J uvds s p | w | L | v .
o 5 H' (Q) H' (@)

Da desigualdade de HSlder,

du du
v, J A < "Lz-" v ng =V |u "u" % HH1
Q

I v "1.3 sVl HH,' | v IIH1

du du
ViJ =V ds = V1 " == “Lz-
Q

e entéo,
R Y R AR EY R

= (”0 4 V1 * Vz) ” N unl . H Y “ni .

(3) Coercividade de a(t;u,v)

Sabemos que:

2 a 2 2
alt;v,v) + x| v [ , = « g | 5% | ds + (A+o) | v | ds
E Q ! Q

av 8v
+ V2 J | 3y v | ds + V{[ | = © | v | ds.
Q Q

Tomando Vo= max {VI,VZ} e usando a desigualdade de Hdlder

temos que:

av 2 2
altivov) + A v]Z o= aTE 2 s o) v 2-
i Z: T L2
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av av
S v, ]
[ ax Lz La ay Lz Lz
Usando o recurso classico fornecido pela desigualdade

2

-ab = ; A e b2 para a,b qualsquer positivos

a desigualdade acima torna-se

2

2 2
v
a(t;u,v) + a | v = a z | = | + (A+e) | v | -
La axl Lz Lz

V ¢ 2 v 2
= Ll - v, -
L " € L

VO € av 2 VO 2
" e- ) T, o e v,

Logo temos:
2
a(t;v,v) =2 8| v | )
H ¥

\' V €

0 0
> ), (A + o 5 )} e &> 0, bastando

onde & = min { (a —

escolher A, & de modo conveniente.

(4) Continuidade do operador Lf(v), ou seja,

[ L) | = | £ .- |v [ , VvevV.
£ L2 L2

De fato, pela desigualdade de HSlder, temos
IJ £ vas ’s Jlfl-lvldss Lol 1v
L L%
Q f

Portanto, est8o garantidas a existéncia e a unicidade da
solugéo do problema variacional (5.2).
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§ 6. DISCRETIZAGAO ESPACIAL DO PROBLEMA

Visando o uso do Método dos Elementos Finitos nas variaveis
espaciais, optamos pelo Método de Galerkin para fazermos a
discretizag@io dessas variavels. Assim, sejam Vh um subespago de
dimensdo finita de V e { P55 iPonaldopt wN} uma base desse
subespago.

Uma aproximagio Ch € Vg da solugdo C serd escrita como:

N
C,(t;x,y) =|)-:1 C(t) o (xy) , (6.1)
para a qual
N
8C (t;x,y) dCc(t) |
Soh ): 0, (x,y)

onde os Ca(t) sdo as fungdes a serem determinadas, correspondendo
(para cada t € I) aos coeficientes da discretizagido espacial.
Agora ent8o, o problema (5.2) no subespaco V£ passa a ser:
Achar let), Ca(t)' Ca(t)’ R Cu(t) tais que, para
cada t € I :

N N N
dC (t)
Z‘d_ @ le - “,Z,Cx‘” e, |Vo)> + cle G <qle>

N
dp ¢ -
+ vji);ici(t) Galey + Vzl;cl(t) €?‘|¢,>

- <f|¢j> , J=12,....,N

ou

dc (t)
dt

1

e~ =

j e le> +
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N
* L CE) La U Vo> v o <o lod> + VGl + v 0l >l
i=

=<flod, 3= 1,2, N (6.2)

que €& um sistema de equagdes diferenclais ordinarias expresso

matricialmente como

HE DC = B (6.3)

Ad—f +

onde as notagdes sfo evidentes.

§ 7. DISCRETIZAGCAO DO INTERVALO DE TEMPO

Na discretizagdo da variavel do tempo, a opgdo fol pelo

Método de Crank-Nicolson, no qual temos C:n) 8 C(tn;xl,yl) e

Cl(tn+1) - Cl(tn)

d At
ey = At
além de,
(n+1) (n)
C + C
C(n + 172) _ i !
2 »

i

ambas da ordem de (At)Z2.

Faremos ainda, como é usual,

0 =1t, t = t+ i-At, At = T/N, onde N & o nuUmero de
0 1 o T T

sublntervalos com os quais é particionado o intervalo I.

Assim, a equagio (6.2) passa a ser:

‘ — <o, lop
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N C(n+1)+ C(n)
T e 5o % 1o Y]
] =3 [« <o, [Vo> + o <o lo> + L &Eale > +  ¢Eilg ]

i=1

e e ¥ i 3 = 2wt

Usando a notag#o:

5 - <w1|¢3> 5
- o g_‘!;
dy, =@ <O [T + o <o o> + LG |g> + v Elijg >
b =< ,
Tl

a equacgdo se torna

At (n + 1/2))' 3=1,2,...,N (6.4)

Agrupando-se os termos de (6.4) de maneira conveniente,

podemos reescrever a equa¢fo acima como

N
(n+1) At (n+1) At
lzlci (aij Y3 dij) Cl (alj 2 dlj)

(n + 1/2)
5 (o, ), J=1,2,...,N (6.5)

Temos ent8o, N sistemas lineares da forma:

[A+2—tD]C("+” - [A-g—t-D]C(“) + B(n+1/2) (6.6)

(0) 0.

sendo C
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Em suma, foram efetuados dois passos maiores de simplificacgéio
do problema:
(1) A discretizagfio espacial via Galerkin/Elementos Finitos e,
(2) A discretizagdo temporal usando Crank-Nicolson.

Isto corresponde a calcular, a cada passo no tempo, um vetor

de coeficientes (C:n)) que aproxima os valores de C(t ;xl,yi)
n

onde XY, sdo os nés Ja discretizacgdo espacial e tn os passos da
discretizagio temporal.

Nem sempre é possivel "fornecer" 2 equagdo os valores de
foftaal (an1)+ b;")) mantendo-se

]
a ordem da aproximacdo em (At)Z.

b

1
Nesses casos, pode-se usar 5

§ 7. RESULTADOS NUMERICOS

Nos ensalos numéricos que fizemos, usamos Elementos Finitos
de primeira ordem numa triangulagio regular.

As fontes poluldoras localizam-se em apenas alguns elementos
(simulando a emissdo localizada de Hg feita pelas dragas, que de
fato flcam agrupadas em uma "fofoca" — denominagdo popular do
local em que se estd encontrando maior quantidade de ouro).

Apresentamos, abaixo, os graficos da concentragdo de mercurio
que obtivemos ao considerar o coeficiente de difusividade o = 1, o
coeficiente de dispersdo ¢ = 0.008 e o vetor V com componentes V1=
0.5 e V2 = -0.5. Cada grafico corresponde a concentragio de

mercirio no corte Q, em diferentes instantes de tempo.
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Para t = 0.1 unidade de tempo:

0.2 3

Para t = 0.4 unidade de tempo:

024 3

0L T

10
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Para t = 0.7 unidade de tempo:

0.2.f
2
04
0 5 10 15
Para t = 1 unidade de tempo:
02
2
04
° 5 10 15
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Estes graficos foram animados por meio do pacote MATHEMATICA.

Presentemente estfo sendo feitos ensaios com o uso de

Up-winding para estudos comparativos.
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