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1. Introdugdo

A “pobreza” tem varios indicadores como “medidas”: Consumo de calorias, de
ferro, de vitaminas, posse de bens materiais, niveis de renda, de saldrio, educacio, etc.

O objetivo de nosso trabalho é mostrar efetivamente a influéncia da pobreza na
esperanga de vida de um grupo. Poderiamos ter usado |, se tivéssemos dados suficientes,
qualquer indicador de pobreza ou mesmo uma composigao destes indicadores. Por simpli-
cidades e sendo realistas quanto aos dados obtidos, usaremos o indicador nivel de renda
como medida subjetiva de pobreza, isto é, alguém serd tanto mais pobre quanto menor
for sua renda.

Neste trabalho fazemos um estudo comparativo entre o método estocastico classico

e as técnicas da estatistica fuzzy, usando um modelo de esperanga de vida para um grupo
de individuos, considerando seu nivel salarial.

A comparacéo é feita com a distribuigdo de Pareto para a renda.

A nosso ver o procedimento com os argumentos.fuzzy, além de ser mais ldgico e
natural, € mais simples que o estocastico usual.

2. Modelo

Seja A um grupo de pessoas com n(t) individuos num instante t. A questdo é
saber quantos elementos do conjunto A estardo vivos no instante (¢ + At), assumindo que
as “causa mortis” sejam naturais e também influenciadas pelo grau de pobreza. Assim,
estamos interessados em saber o valor de n(t + At).

O modelo estocastico de Boltzman nos da:

n(t + At) = n(t)(1 — m(At))

onde m(AT) é a probabilidade de um individuo do grupo A morrer durante o tempo At.
Agora, se considerarmos que a pobreza (aqui avaliada subjetivamente pelo nivel

de renda) seja um fator de redugdo do tempo de vida de cada elemento de A, podemos
considerar:

m (At) = At (A + f(r) A2) ,onde
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A1 € a taxa de mortalidade natural ( obtida em um grupo que dispse de condigbes satis-
fatérias de sobrevivéncia).

S(r)A2 indica a influéncia da pobreza no aumento da taxa A,.

f(r) indica o conjunto fuzzy de pobres, isto é, f(r) € [0,1] onde r é um parimetro pro-
porcional a renda e A, uma constante oportuna de cada grupo.

Observamos que f(r) é ndo-crescente com r e quando f(r) & 1 temos p(At) =
At(A + A;). Entdo, (), + Az2) pode ser considerada a taxa de mortalidade dos mais
pobres.

Temos entio, _

B (t+AL) = n()[l = At (0 + £(r)Aa)
ou

n (t+ At) —n (t)
4 = (A + £ ()

Passando ao limite com At — 0, obtemos a equagao diferencial

dr
- = Qi+ 10 an
cuja solugéo é dada por
n(t) = n(0)e Mt~ ()

O conjunto fuzzy f(r) pode ser representado de maneira subjetiva por qualquer
fungdo ndo crescente com valores em [0,1] .

No nosso caso especifico, achamos conveniente definir

= { § 7@ g

O pardmetro p nos d4 uma caracteristica de cada grupo estudado

Podemos verificar facilmente que quanto maior o valor de p , menor serd a de-
pendéncia do grupo em relagio & renda para sobreviver. Assim, p revela intujtivamente.
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seo ¢

* ambiente” em que o grupo vive é mais ou menos favoravel & vida,
p pode nos dar uma idéia do grau de saturacio do ambiente para a sobrevivéncia (meio
urbano, rural, floresta, etc) e por isso chamaremos p de pardmetro ambiental.
Observamos que se p; > p, entio Jo:(r) < fp,(r) paratodo r | e portanto,
quanto maior for o valor de  p menor serd a taxa de mortalidade (A1 + f(r)A2) do
grupo.
% 0 se >0
8 taD =
e p — +oo en fo(r) = foolr) { il Sl
Observagéo: Dado uma equagio do tipo
Lu+ <A>u=0

onde L é um operador diferencial e < A > a média de algum parametro A, nio é
geralmente verdade que a sua solugao u seja a mesma solugao média < u > da equagio

Lu+4+Xlu=0

considerando a distribuicio dos A.

Nosso problema agora é determinar o valor esperado < n(t) > da populagio A no
instante ¢.
A esperanga matematica classica é dada por:
< n(t) >= ] n(t)h(r)dr
—00
onde A(r) é uma densidade de distribuigio da renda r no grupo.

Para nosso caso especifico vamos usar a distribuicio de Pareto [3], com parametros
aeb:

ab®r=®"! se >}
hir) = { 0 se r<bh

2h

Y B

Assim,

< n(t) >=n(0)e"M* qb° /00 e~ 2tf(r) p-a-1 g,
b
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agora,

. se ro<b , f(r)=0 para r>b e

(n(t)) = n(0)eM'ab® jbm r~!dr = n(0)e™™*' para todo a >0 |,

ou scja, o valor de b do grupo é suficientemente grande para que ndo haja interferéncia
da pobreza na esperanca de vida do grupo.

Se 1o >b , podemos calcular o valor aproximado de < n(t) > usando o
método de Laplace [6], isto é,

ty 21 1/2
8)e=2¢) 4§ = o( 6 -Aw(ao){ : ] ’
-/t; g( )e g( 0)6 A‘P”(‘Sﬂ)

onde §p étal que ¢'(8) =0 e ¢"(8) >0 ,com A > 0 (escolhido convenientemente).
Em nosso caso especifico, temos

fﬂ'(r) — Qp( 2 3F2)p—1 I8 4P(P — 1)1‘ (7‘

2p

_ r2)p—-2
To To

2
0
e o grupo estudado corresponde aos seguintes dados:

MSIRIVUICAY Dy T0IAL 003 TRAEALKADDRES,
FOR TALXAS DL SALARID HINIMO € PARTICI-
FACAD MA FOLMA DE FAGAMLHIQS

8,11, HEIALURSICAS, HCCARICAS E DE
HATLRIAL ELETRICO VE RECIFE

HARLO LE 1988
TALXA LT
SALARIDS-  PISTRIKUICAD 1 da folha
HIRIHUS - ==emeeee e de
Ho,abs 1 pagaaentos
ale 2 4003 45,0 21,1
23 2099 23,4 19,8
e 3 102 ¢8,7 9,9
Jad §33 10,9 12,0
429 679 1,3 1.0
‘$a4 UL 4,0
$a} o 3,0 4,2
Talo W 4,1 11,1
10215 19 1.8
¥ de 1S 8L 0,9 6,1
1014L guge 100,0 100,0

fonte! PICESE
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Tomando p = 2, fo(r) = [1 - (£)?)? satisfaz as condigdes de Laplace, e

Il
<n(t)> = n(0)eMabirye| 2
2

To

gl ) (ﬂ)“(_fl)”z
- zn(O)e “ To )\gt

O pardmetro a representa o “ achatamento” da curva de distribuigao da renda
e podemos observar aqui que quanto maior o valor de ¢ menor sers o valor médio da
populagdo num instante . '

Uma simulagdo dos parimetros fornece os valores a = 2,03 eb=1,72, com
ro=4, e A\ =0,12.
Entéo,

t
< n(t) >=0,936n(0)e ™!/t ou < —n((_O)) >20,936eM/1/7
n

3. Valor Esperado Fuzzy (FEV)

Daremos aqui apenas um resumo dos principais conceitos ¢ resultados que usaremos
para avaliar a esperanga fuzzy de uma populagao, sujeita & interferéncia da renda de seus
elementos [2].

Dizemos que uma fungio de conjunto y P(X) — [0,1] é uma medida fuzzy sobre
X # ¢ ,se p satisfaz as seguintes condigoes:

(F)  w)=0 e ux)=1
(Fy) VA,Be P(X) , ACB = u(A)< u(B)
(F3) se{A,} CP(X) e A.TA entio pu(A,)1 1(A).

Seja Y : X —[0,1] e p éuma medida fuzzy sobre X |, entido
FEV[Y] = sup [inf(a,u{Y > a})] € a esperanca fuzzyde Y
o€[0,1)
onde {Y > a} = {z € X tal que Y(z) > a}

Proposigdo 1 - “Se K € [0,1] ¢ uma constante, entio FEVIk)l =k,

Teorema 2 [5] - Seja A = {¥a; Yoy oo, Yair sy i} com0 <Y, <Y, <

vt G Kegi 1 i O # 1 para todos 1, ¢ os elementos de A dispostos em ordem
crescente, entdo

FEV[Y] = mediana de A
onde p; = p{Y; > T} .
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Observamos que este teorema mostra que para um conjunto finito de dados, o FEV

néo ¢ afetado pelos valores extremos o mesmo nio acontecendo com a média aritmética
classica.

Teorema 3 ( [1],[7] ) Seja (X,P(X), m) um espago de probabilidades
e F: X —[0,1] ,entdo

1
| [ FCydm - FEVIF) < £

Proposigdo 4 - Seja G : [a,b] — [c,d] ,com [a,b]N[c,d] # ¢, uma fungdo decrescente
e tal que G(a*) = a* para algum o* € [a,b]. Entdo,

sup [inf(a, G(a))] = o

afa<b

Vamos agora calcular o valor esperado fuzzy FE V(f(%%) = FEV(Y) onde

e"'[’\l"l"\?fp(r)]‘ se 1< To

e—)ul

Y(r) = e-Prtdafa(e - {

se r>nrg
Consideramos H(a) =m{r:Y > a} , entio
H(a) =m{r: e M/t > o ghit)

Assim, H(a)=0 se a> e ™Mt
Por outro lado, se a < e M,

H(a) = m{r:a < Y(e-,\lt}__'_m{r:yze-,\,t}
= m{r:a<Y<eM}4 m{r:r >ry}

1 1/p
= m{r:ro\/l-—[ —;—(—:-+-§—ij Sr<ro}+m{r:r>r)
2

: 1/p
= m{r: rZro\/l—[-(ﬁlg-Fi\l) }=mirir2q}=
At )

1—ab® [fro-ldr = (%)a se Y(b) < a<e Mt

1 se a < Y(b)
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Em resumo

r 1 se o _<_ e_(Al'h\?!P(b”t
5 * ~ (At Aafp (b))t LAy
H(Ol)*-=4 [ llp] 56 GEERARE <ase™
oy-(-(1))
| 0 se o> e Mt

Yy &1 %

E facil ver que H(a) é continua em [0,1] com excessio de quando o = e~ e que
FEV(Y) esta compreendido entre e=(+Xafp(b)t o gt

Por exemplo, se (;"30-) 2 e™ entio FEV(Y)=e M = FEV(e~Mt)

’

E o caso onde a esperanca de vida independe da interferéncia da renda. Isto acontece
quando b > ry porém pode-se ter b pequeno e um grande achatamento a e ainda
assim o grupo independer da renda, desde que 1y seja pequeno.

Se (i)a < e™Mt entio  e—(Mtrafp(8) < FEV(Y) £igtan,

To
.

De qualquer maneira teremos sempre que

lim (%) —~FEV(Y)| =0

’

,O0U s€ja, (ﬁ%))-) = FEV(Y) para t suficientemente grande.
Em nosso exemplo tomamos a = 2,03 ;6=1,72 ; ro=4 i A=0,12; p=2
e Ay = 1, vamos enldo calcular o valor de FEV(Y) para t =1 |, determinando o
ponto fixo de Ii(a) (cf. Proposigio 4), uma vez que I é decrescente e continua para
a < eMt

Observamos Eue H e H"' tém o0s mesmos pontos fixos e

H(a) = e-Pitass ;’?,a—)]t :
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Temos também que, no nosso exemplo:

Y [(i) 1] - [e—[/\1+»\zfp(b)]f,e-/\n=] = [(_”,)1] ,
To To

sendo H~(a) uma contragio, pois

ld}]'ll _ 2,\2pt(b)° 1 ( b )e—lxluzfp(;—,”;;)]t

da a \r,) aren o\

Aapt [ b )n 1 Aapt o

g o222 —9 To

- a (ro (_b‘)““ a b
ro

Com os valores considerados, temos :

2
—(1+0.1211-( T ) ?)
H* )= & \ s

eentdo | 4H= | < 0,550 < 1.

Agora, usando o teorema do ponto fixo de Banach, podemos determinar o* de modo que

o = H™'(a"). Iniciamos com um valor «, satisfazendo (;%) <ap <1 eobtemos
a" =0,3574113.
Portanto FEV(Y)=0,3574113 20,972 =M

Observamos que o valor de < E-(%% >para t=1 é 0,936 e™* e quando t cresce
a diferenca entre a esperanga estocastica e a fuzzy diminuem.

Ainda, como exemplificagio, vamos comparar estas medidas, considerando uma
amostra (conjunto finito A).

Vamos supor que os elementos do conjunto A , com n(0) = 150 = #A |, estejam
divididos em sub grupos classificados pelos distintos valores de r yeque r obedega a
distribuigdo assumida inicialmente:

ny = 100 estd associado com 7, = 2.0 — Y, = ¢~ 0370 -t
ny = 40 estd associado com ry = 2.5 — Y, = ¢~ 00112t ,-Aut

n3 = 10 estd associado com r3 =4.0 - Y3 = 1.e~ M1
‘ >
Aqui podemos considerar p{nlY > o} = mnly > al = #{n:;; a}

onde Y(n;) = e Im)=r; e 1 éovalorde r associado com
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o grupo n; .

5 5(
Se Yi<a<Y; entdo p{Y >a)=221"%_ 0 444

#A 150

10
Se Y;<a<VYs ,p{Yza}=ﬁ=1—56:0,0667

Assim, FEV[e-M1#22£00t) = FEV[Y] = mediana de A

= mediana{0, 0677; 0, 333; e*o'osm'e_‘\"; e'o'mme_)‘"; e‘)‘"}

Para t =1, temos FEV(Y)=0,964 e ™
Enquanto que se tomarmos a média cldssica para esta mesma amostra obtemos

n(l) 100 Y, +40 Y, + 10 Y5 Ay

s £ 7. 3, . -0,037 -0,0112 —
<n(0)> 150 150(1006 +40 e + 10)

> 0,973 M

Pelo que observamos neste modelo simples temos agora um outro instrumento de ava-
liagdo da esperanga, que pode ser adaplado no estudo de sistemas biologicos, onde os

parametros envolvidos sio fortemente subjetivos. Este é um campo ainda aberto para a
pesquisa.
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