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I - INTRODUGAOQ

A propagagdo de doengas infecciosas tem sido ainda uma
das causas principais de mortalidade, uma vez que, quase sempre
estd relacionada com problemas ambientais e sociais.

Com a evolugdo das pesquisas, tornou-se possivel
controlar e prever a propagagdo de muitas epidemias que,
anteriormente, eram atribuidas a vinganga de seres superiores.

No inicio do século comegou a surgir uma grande variedade
de modelos matematicos de epidemiologia, baseados em dados
quantitativos. Os modelos,visando interpretar e descrever a
propagagdo de doengas transmissiveis em  populagfes, sdo
extremamente uteis fornecendo estimativas razoaveis para se
efetuar um programa de vacinag3o, quando possivel, para o controle
de doengas infecciosas.

Com o aparecimento de novas doengas infecciosas (Aids,
Dengue, etc.), a modelagem mateméatica em epidemiologia ganhou
terreno, se bem que, tais epidemias estdo longe de competir com a
mortalidade causada pelas doencas crénicas.

A propagacdo de doencgas infecciosas tem essencialmente

dois tipos diferentes de dindmica - as transmitidas por contato
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direto (gripe, Aids, sarampo, etc.) e através de vetores (maléria,
febre amarela, dengue, etc.).

Em nosso trabalho propomos estudar o comportamento
assintético da transmissSo da dengue, que é uma doenga infecciosa
transmitida por mosquitos (vetores). Nos baseamos em alguns
modelos introduzidos por Bailey [3], que estuda a malaria, e Dietz

[5], levando em consideragdo as variagBes inerentes a doenga.

II- A DENGUE

1- DESCRICAO
A dengue é uma doenga infecciosa febril aguda, benigna
na maioria dos casos. E causada por qualquer um dos quatro
sorotipos de um virus do género Flamisirus, denominado virus da
dengue.

Quando causada pelo virus do tipo 1, temos a dengue
classica, e quando causada por qualquer um dos outros tipos ( 2,3
e 4), temos a dengue hemorragica.

2- EPIDEMIOLOGIA

A transmissdo da doenga ocorre através da picada das
fémeas de mosquitos do género dedes. O principal vetor
(transmissor) é o dedes degypti, mas a transmissio pode ocorrer
também pelo dedeo dlbopictua.

O homem é a principal fonte de infecgio.

A imunidade provocada é de longa duragiio e de sorotipo
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especifico, isto é, os infectados pelo sorotipo 1 tornam-se imunes
em relacfio a este, mas podem ser reinfectados por qualquer um dos
outros sorotipos. O perfodo de incubagdo varia entre 3 e 15 dias.
O mosquito, uma vez infectado, permanece infectado pelo resto da
sua vida. A infecgdo no homem n&o‘pode ocorrer sem a participagéo
do mosquito. J4 na populagdo de mosquitos o virus pode ser
transmitido de geragdo em geragdo, sem a participagdo do homem. O
periodo de transmissibilidade (infecciosidade) no homem ¢ de

aproximadamente 7 dias.

ITIT- MODELOS

Os modelos iniciais apresentados sdo baseados nos
trabalhos de Bailey [3] e Dietz [5].

Para a formulagio dos modelos, devemos fazer algumas
suposicdes:

i) As populagdes envolvidas (humana e de mosquitos)
interagem homogeneamente.

ii) As populagdes totais sfo constantes. Usaremos n para
a populagdo total humana e n’ para a populagdo total de mosquitos.

Definimos as seguintes classes de populagSes e taxas de

transigdes:
x(t) : populagdo humana de suscetiveis no instante t;
y(t) : populagdo humana de infectados no instante t;
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z(t) : populagiio humana de recuperados no instante t;

x'(t) : populagiio de mosquitos suscetiveis no instante t;
y'(t) :  populagiio de mosquitos infectados no instante t.
B t taxa com a qual surgem novas infecgBes na populagdo

humana, através do contato com mosquitos infectados;
g’ : taxa com a qual surgem novas infec¢Bes na populagiio de

mosquitos, através do contato com humanos infectados;

s : taxa de recuperagdo humana;

a : proporgdo de mosquitos que nascem sadios de mosquitos
infectados;

K : taxa de natalidade = taxa de mortalidade na populagio
humana;

[T taxa de natalidade = taxa de mortalidade na populacio de

mosquitos.

Assumimos inicialmente serem as taxas de natalidade e
mortalidade iguais a fim de manter as populagdes totais
constantes.

E importante notar que nio faz sentido considerar uma
classe 2z’(t) de mosquitos recuperados, pois uma vez infectados
estes permanecem assim pelo resto da sua vida.

Temos ainda:

X+y+z=n e X +y =n
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MODELO 1:

.
d 3 ¢ vt [ ]
(“if‘=—Bxy+p(y+z) . %f=—3xy+auy

%f = Bxy'- (p+y) y e %ﬁ = B'xy - ap'y’ (1
dz

Ldt‘“ ¥Y - HZ

Do céalculo dos pontos de equilfibrio obtemos:

P, (x,y,2z,x",y’) = (n,0,0,n’,0)

" » » * *
Pz (x,y,z,x",y’) = (x ,y ,z ,x" ,y’ ) onde:

5 = Bpon+ (pry) ap *_ _p [on'BR" - (p+y)ap’]
Flgn w7 B (u+9) [Bn’ +u]
z* _ 7[nn’BB’ - (p+y)ap’] x’* _ _aw (pry)[Bn’+ul
B’ (u+y) [Bn’ +p] ’ Blnp'u + ap’ (p+y)]

* _ _plnn’pp’ - (p+ylap’]
¥ B [nB’p + ap’(p+y)]

Para que exista um nivel endémico ndo nulo da doenga,

devemos ter y>0. Entdo:

nn'gR’ - (u+y) ap’ > 0

nn’ > —_(p+g;’au' ,

vy (pty) ap’

ou seja
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No caso da dengue, os parimetros ndo sdo independentes de
n e n’, pois B e B estfio relacionados com o numero de contatos
entre mosquitos e humanos. Sendo assim, 'podemos supor que o
mosquito (vetor) apresenta uma certa taxa de picadas nos humanos
b’, suposta constante. Entso, lem uma unidade de tempo, X’
mosquitos suscetiveis efetuam b’x’ picadas. Destes mosquitos,
somente uma parte serd afetada pela dengue, b’x’(y/n). Seja f a
proporgdo de humanos infecciosos, entdo b’x’f(y/n) serd a taxa com
a qual surgirdo novos mosquitos infectados, ou seja, B’= b'f/n
Analogamente encontramos B=b’f’/n, qnde f* é a proporcido de
mosquitos infecciosos.

Substituindo B e B’ em (2) obtemos a condigio para que

exista um nivel endémico n3o nulo:

Ed

% >(‘“—~—+?")2 L (3)
b’ ff’

Ou seja, obtemos uma relagdo entre a densidade de
mosquitos por humano (n’/n) e os parametros da infeccio.

Analisemos o numero de casos secundarios que surgem a
parfir der um caso primario numa populagiio de suscetiveis. Isso
sera feito para que possamos determinar a taxa de reprodutividade
basal, designada por Ro' Em outras palavras, R0 indica o ndmero de

infecgBes que um unico infectado provoca, quando a populagdo &

inteiramente suscetivel.
A taxa de recuperagdio humana é y, de modo que o tempo

médio que se permanece no estado infectado & 1/y¢. Como cada
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mosquito apresenta uma taxa de picadas b’, durante este periodo, o
namero médio de picadas de k=n’/n mosquitos suscetiveis recebido
por um individuo infectado sera kb’/y. Dessas picadas, somente uma
proporgdo f ser4d infecciosa para o mosquito. Logo, haverd uma
média de kb’f/y mosquitos infectados por cada caso priméario. Por
outro lado, cada um desses mosquitos sobrevive por um periodo
médio de 1/p’. O nuimero de picadas infecciosas em humanos

suscetiveis sera, portanto, em média, b’f’/p’. Assim, o nuimero de

casos secundarios devera ser, aproximadamente igual a
kb’f b'f’'_ k b’’rf’
T W w
ou seja, 5
_ n’'b’ 7’

De (4) temos que n'/n = (Ro',w,u.')/bz ff’ e de (3) obtemos

a relagdo:

Roww’ o (u+y) ap’

b’ 2ff v’ ’ff
De onde
R > (u+y) a (5)
0 7

Sabemos que quando Ro > 1 a doenga persiste numa

populagdo, caso contrédrio, tende a exting3o.
Diante disso, quando a relagiio (5) for satisfeita,
devemos ter [(u+y)al/y > 1 para que exista um nfvel endémico néo

nulo.

Para fazermos um estudo qualitativo da estabilidade dos

pontos de equilibrio, apresentaremos antes um modelo mais simples,

no qual consideramos somente a populagdo humana. Assumimos a

populagdo de mosquitos implicita na taxa de transmissdo B.
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MODELO 2:

g{‘ = —-Bxy + uly+z)
1 gf = Bxy - (u+y)y
gf = 3y - pz

Do célculo dos pontos de equilibrio obtemos:

Pl(x.y.z} (n,0,0)

L

Pz(x,y,z) = (x,y,z) onde

N U * _ i [nB-u-7] » ¥ [nB-p-7]
* =g S (p+7)B = & Blu+y

E importante observar que para existir um nivel endémico

ndo nulo, devemos ter

nB-p-y > 0, isto é n > %'{ (6)

A analise da estabilidade do sistema é feita

calculando-se a matriz de linearizagdo, dada por:

-By —Bx+p p
A= By Bx-(p+y) O

0 ¥ -

Em cada um dos pontos de equilibrio P.e P

) o obtém-se as

seguintes matrizes:
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0 -Bn+u 1]

A= A | , = 0 Bn-(pu+y) O
1
0 4 “u
[ -p [nB-p-y] -7 n
p+y
Am ] = p_[nB-p-7] o 0
2 p, pu+y
i Y 4 i

Os polindmios caracteristicos para as matrizes A1 e Az

sdo dados por:
LI: det ( Al— Al ) =0 , (1=1,2)

Para o polinédmio Ll temos os seguintes autovalores:

Para o polin8mio L2 temos os seguintes autovalores:
A =0
1

}\2={~u(Bn/ (7+p))+[-4p.(Bn—ar—u)+anzu2/(u+ar)2]1/2

Y2
A ={-n(Bn/ (7+p1))-[-4p(Bn-y-p)+8°n *u"/ ()1 %} 2
Observemos que para os dois polindmios obtemos
autovalores nulos, e por isso nada podemos afirmar
imediatamente sobre a estabilidade dos pontos Pl e Pz' Afim de
verificar o comportamento do modelo, fagamos uma andlise do plano

de fase considerando duas equagdes. Posteriormente, substituiremos

nas equagdes acima y+z por n-x.

48



- Plano de fase para x e y:
Os pontos de equilibrio para este sistema s3o:
P (n,0) e P (n+y)/B;InB-p-71/Blp+y))
Através da obtengdo dos autovalores, concluimos que:
- Se n s (u+y)/B entio P1 é estavel

- Se n > (u+y)/B entdo P‘2 € estavel

4\\‘
T T T T ——
T Tm—
F e SN
-‘-‘—n
— _m———h-‘_ﬁ-—___ = "‘""-.._
- b, -
1[ ey ~
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- e~ —
! ‘ ) o h
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\ / e i T
i i e - —_— - ~
- s s T o e
Y B=0.5, ¥=0.14, pu=0.003
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e e
o ‘,a-"""_
il -
- ) AT ) -
’ g e i
/ - e o
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I * 1"-/ i &
/ / - L e R
/ % -~ T
’ - -
/ SN tlise i
/ - —
! /s -~ -
/ ~ —
l l’ Ve } —
[ Ve 2

B=7=0- 14, p=0- 003

- Plano de fase para x e z:
Os pontos de equilfbrio para este sistema sdo:

P (n,0) e P_(p+y1/B;7(0B-p-71/Blu+y))
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As concluses para este plano de fase sdo anadlogas. as

anteriores.
2
~
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B=y=0.14, pu=0.003

- Plano de fase para y e z:
Analogamente, obtemos os seguintes pontos de equilibrio:
P (0,0) e P, (nInB-p-y1/B(u+y);y(nB-p-71/Blu+y))
As condigBes para estabilidade novamente sio as mesmas obtidas
anteriormente, ou seja:
- Se n s (u+y)/B entio Pl é estavel

= Se n > (u+y)/B entdo Pz é estével.
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_______

B=7=0.14, p=0.003

Substituindo y+z por n-x no modelo acima, alteramos
somente a primeira €quagdo, e os pontos de equilibrio nfo se
alteram. A nova matriz de linearizag8o ¢ dada por:
-By-p -Bx

A= By

0

Bx—~(u+y) 0

o 7 “u
A matriz A1=A|p nos fornece os seguintes autovalores:
1

- Aln A2= -
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= A, =By
Observemos que Al< O desde que n < (u+7)/B
A matriz A2=A| nos fornece os seguintes autovalores:
w h. = -n
- Az = {-u.an/ta'ﬂL)]+[—4u(Bn-3r-u)+anzp2/(p+'.r1211/2}/2
- Aa = {-p[Bn/('ﬂp)l-[-4u(Bn—1-—u)+anzuz/{u+ar)zl“2}/2
Portanto, podemos concluir que:
- se n s (u+y)/B entlo Pl é estavel;
- se n > (u+y)/B entdo P2 é estavel.

0 que equivale as condigBes obtidas para os planos de fase.

................................................. T
—— ) 8
i . —— b
7 &
B=0.5, ¥=0.14, u=0.003
ﬂ[\ . , == X
L
e, Miahid LTI IS PP >'k

B=y=0.14, p=0.003
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Observamos que os modelos mais complexos serdo analisados

posteriormente e fazem parte de nossa dissertacio de mestrado.
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