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RESUMO

Neste trabalho, tratamos as equagdes que descrevem o
mecanismo béasico de reacdes enzimaticas proposto por
Michaelis-Menten e amplamente utilizado em Biogquimica. O modelo
matemético da cinética de reagdo constitui-se de um sistema de
duas equagdes diferenciais ordindrias ndo lineares. Nas diversas
formas de adimensionalizacio deste sistema aparece um pequeno
pardmetro multiplicando a derivada em uma das equagdes, o que
caracteriza um problema classico de Perturbagdo Singular.
Analisamos as equagdes na formulagdo adimensional obtida por Segel
(1988,1989) fazendo wuso da teoria de Perturbagfio Singular
desenvolvida por A. B. Vasil’eva. A expansio calculada até a
primeira ordem produz uma excelente aproximagdo analitica da

solucdo no intervalo [0,T].
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1. Introdugio

Nos sistemas biolégicos, as reagBes quimicas quase sempre
envolvem proteinas especificas chamadas enzimas, as quais atuam
como eficientes catalisadores. As enzimas reagem seletivamente com
certas substéncias chamadas substratos. Uma caracteristica
importante do catalisador & permanecer inalterado no final da
reagdo, o que possibilita sua reutilizagZo. Além disso, as enzimas
apresentam excepcional eficiéncia, isto &, uma pequena quantidade
de enzimas ¢é suficiente para transformar grandes quantidades de
substrato durante uma determinada reag3io. [Uma Gnica molécula de
enzima pode transformar de 10> a 10° moléculas de substrato por
minuto].

A participagdo ativa das enzimas como reguladores em
processos  biolégicos e sua crescente utilizagio  industrial
Justificam um estudo cada vez mais aprimorado de suas
propriedades. Para isto & fundamental a compreensdo da cinética
enzimética, a qual analisa principalmente a velocidade de reagdes

e o comportamento temporal dos varios reagentes envolvidos.
2. Cinética enziméatica: as equagdes de Michaelis-Menten

Neste trabalho, discutiremos um modelo simples
do mecanismo que representa um grande ndmero de reagdes
enzimaticas, proposto por Michaelis-Menten em 1913. Consideremos
entdio uma reagdo enzimatica onde uma enzima (E) combina-se com um
Gnico substrato (S) para formar inicialmente o complexo
enzima-substrato (C). Nesta forma intermedidria o substrato

modifica-se e o complexo decompBe-se em enzima livre e produto

E+S-k‘C E + P (1)

Quando uma enzima é misturada com um consideravel excesso

de substrato, hd um perfodo inicial rapido conhecido como
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pré-estado estacionario durante o qual a enzima é "carregada" com
o substrato. Apés este perfodo, um estado quase-estaciondrio é
estabelecido durante o qual a concentragdio do complexo modifica-se
lentamente. Em uma primeira aproximagfo da cinética da reagdo os
bioquimicos invariavelmente desprezam a fase inicial réapida. No
entanto, o mecanismo de reagdo é efetivamente deflagrado nesta
fase e qualquer controle do fendmeno deve ser exercido nela. Esta
¢ a motivagio basica para o estudo da fase transiente do ponto de
vista bioquimico. [3]

A reagdo enzimatica (1) é modelada matematicamente por
equagdes diferenciais ordindrias como um processo quimico
homogéneo de mistura perfeita. Estas equagBes apresentam uma
estrutura de perturbagdo singular, que representa um fenémeno de
camada limite (que corresponde a fase transiente inicial rapida),
estudado recentemente por métodos assintéticos. Heineken et al.
(1967) usaram métodos de perturbagsio singular com relagdo ao
pequeno parametro € = Eo/So que aparece na formulagdo adimensional
do sistema para obter uma aproximagfo analitica da solugdo (Eo e
So representam as concentragdes iniciais de enzima e substrato,
respectivamente). Trabalhos recentes de Segel (1988) e
Segel-Slemrod (1989) propSem uma nova adimensionalizagio que
produz um pardmetro de perturbagio modificado p = Eo/[So + k—l(k_1
+ kz)]. Este parametro permite uma aplicagdo mais geral da
hipétese de estado quase estaciondrio, pois p < & e h& casos,
"in nsing" por exemplo, em que € _ 1 enquanto p < 1.

Vamos considerar aqui as equagdes adimensionais obtidas

por Segel,
ds K
a“‘ (K+1)|:“(°'+1)S+G‘SC+—]'(—+—1-C]
(2)
de s
“a{'—‘(K-Pl)[ﬁ—l——O'SC“C]

Jjuntamente com as condi¢gdes iniciais adimensionalizadas s(0)= 1,
c(0)= 0.

O sistema de equagBes (2) nfo possui uma solugio
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analitica exata em termos de fungdes elementares. O fato de
0 < p <1 (tipicamente, 107's p = 107%) multiplicar dc/dt na
segunda equagio, caracteriza um problema de perturbacgdo singular e
sugere um método de aproximagdo assintética. Segel e Slemrod
(1989) usaram o método heuristico de construgdo de uma aproximagédo
assintética denominado "matching". Neste trabalho utilizaremos a
Teoria de Perturbagdo Singular desenvolvida por Vasil’eva [10],
Hoppensteadt [5], O’Malley [7] e outros para analisar o problema
(2). E importante observar ainda que, do ponto de vista numérico,
o problema é fortemente rigido ("stiff"), e portanto, ndo trivial;
uma situagfo freqiiente em modelos matematicos de cinética quimica,

que vém sendo tratados intensivamente nos ultimos anos. [1], [2].
3. Método de Vasil’eva-Hoppensteadt-0O’Malley
3.1 Descrigdo do Método

Consideremos o sistema de equagdes diferenciais (2).
Fazendo p = O obtemos um sistema ndo perturbado ou sistema
degenerado, como ¢é conhecido na teoria de perturbagdo singular.

Assim, temos

. =(K +1) [-(0'4-1); + 08 C +——K—If—l_c- }
(3)

0 =(K+1D[(c+1)s —~osc -c ]

Para resolver este sistema, devemos inicialmente
solucionar a segunda equagdo a qual é uma equagdo algébrica em

relagéo a c que é algébrica e tem uma tUnica solugio:

(¢ + 1)s
cs + 1

c (t) = (4)

Substituindo na primeira equag8io de (3) obtemos
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ds _ - (o + 1)s

dt o8 + 1 (5)

Para determinar s (t) de forma Gnica devemos considerar a condigio
inicial relacionada a s(t). Desta maneira obtemos uma express&o
implicita para s (t) dada por

os +Ins =-(c+1)t+o (6)

Em seu trabalho, A.B. Vasil’eva mostra que um problema do

tipo (2) tem solugiio em [0,T] e que

lim s(t,u) =s (t) para 0 st s T (7
[TRY0)
lim c(t,u) =c (t) para 0 < t s T (8)
[T

onde s (t) é a solugiio do problema degenerado (3).

E importante observar que o limite em (8) & pontual em
[0,T]. Em uma vizinhanga de t=0 existe uma regido na qual a
solugéo c(t,pn) do problema (2) difere drasticamente da solugdio do
problema degenerado c(t) pois a condig8o inicial de (2) c(O,pu)= 0
ndio ¢ satisfeita por c(t), a saber c(0) = 1. Esta regido ¢
conhecida como camada limite.
' A fim de examinar este fato consideremos agora uma
vizinhanga do ponto t=0. Introduzindoe a mudanca de variavel
T = t/p e fazendo as transformagdes  S(t,n) = s(t,u) e

C(t,u) = clt,u) as equagdes em (2) tornam-se

§—3=.u(l(+l) [—(o*+1)S+o‘SC+—K—%—1—C]
(9)
g—g=(K+1)[(0‘+1)5-0‘SC*C]

com as condi¢des iniciais S(0) = 1, C(0) = O.
Em um intervale finito de 7, este sistema pode ser

interpretado como um sistema com perturbagiio regular. O sistema
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ndo perturbado associado ou seja, a equagdo para termos de ordem

zero da expansdo de (S(t,u), Cl(t,u)) em poténcias de p, é da forma

dSo

d'c=0

(10)
dCo

dr

k+1 [+ s, -oscC, -C ]

Portanto, So(‘r} = ], enquanto que

dCo
dr

=K+ e +1)[1- co y & co(o) = 0, (11)

A teoria de perturbaglio regular nos garante entSo o

seguinte limite uniforme em relagfio a T em um intervalo fechado

lim S(t,u) =1

B0 (12)

lim C(t,un) = C (7)
0
p O
3.2 Expansfio Assint6tica da Solucdo do Problema

Com base nas consideragdes acima, escrevemos a solugio

de (2) na forma:

]
wl

s(t,u) (t) + rI(t,u)

I
ol

clt,n) = ¢ (t) + rz(t.p)

Por (8) sabemos que o resto rz(t.p) ndo é O(p) uniformemente em

[0,T]. Se adicionarmos a diferenca C (o) - ¢ (0) a ¢ (t) obteremos
c(t,u) = ¢ (t) + C,(x) - c (0) + ra(t,u)

onde ra{t,p) — O uniformemente em [0,T] para p— O.
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A diferenca Co('r) - ¢ (0) desempenha o papel de correcio
da condig8o inicial que ndo é satisfeita por ¢ (t). A expressdo
c () + Co(t) - ¢ (0) satisfaz a condicBo inicial para t=0.

Ainda mais, pode-se mostrar que
rl(t.p) = 0(p) e ra(t,u) = O(u), uniformemente em [0,T).

Na verdade, é possivel construir uma representagiio assintética
para a solugdo de (2) com erro uniforme em t € [0,T] de
O(pnﬂ). Nesta representagdo, além dos termos de poténcia de

i (préprios de uma expansfio regular) aparecem certas fungdes
(termos de «correg8o) nas quais pu aparece de maneira
néo-polinomial. Os termos de corregdo sfo significativos dentro
da camada limite (vizinhanga de t=0) e decrescem rapidamente com
o crescimento de t. A diferenga Co(r} - ¢ (0) é um termo de

corregdo na aproximagdo assintética com resto de O(u).

Teorema.

Consideremos o problema de Cauchy

dx _ €]
g m f(x,y), x(0,pn) = X,
dy _ -
dt - g(x!y)n Y(O,P) = YO,

sob as seguintes condigdes:

l. Existe uma solugSio contfnua (x (t), y (t)) do problema
degenerado (que se obtém fazendo-se formalmente u = O no sistema
acima) no intervalo [0, TJ.

2. As fungBes f e g tém todas as derivadas continuas em uma
vizinhanga de (§ (1), ; (t)), 0=tsT.

og
3. TR (x (1), y (1)) < -8< 0 para te [0, Tl
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og
4. -8—)((;:-,?t)<—6<0 para todo A entre ¥V @ y (0).

) (¢,1)) do

problema para 0 { p = Mo t € [0, T] que pode ser escrita como

Entdo existe R > 0 e uma Unica solugdo (x(u)(t.u), y

soma de uma solugdo exterior (x(t,u), y(t,u)) e uma solugdo

interior (X(T,p),Y(T,u)) (Tt = t/p)

x(t, )

y(u)(t,“)

I

x(t,p) + X(T,um)

i

y(t,n) + Y(t,p)

e as solugdes exterior e interior podem ser expressas como

R
R+1

x(t,u) =[ uk xk(t) + 0(p )

k=0

R

y(t,p) = ): p* y (1) + o™

k=0

X(T,M) = z ka x(k)(T) ¥ 0{uR+l)

k=0

¥onu) = [ uk ym(t) N O(p;m)

k=0

uniformemente em 0 =1t = T.

Passemos entdo a construgdo de uma expansdo formal em
séries para a solugdo de (2). A solugdo exterior deve ter uma

expansdo da forma

s(tu) = s (t) + s (t) p + ou®
(13)
elt,u) = c (1) + ¢ () p + 0)

Substituindo estas expressdes em (2) obtemos, por
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diferenciag8o sucessiva com respeito a un, as equagBes para os
coeficientes em (13). Para ilustrar o método vamos calcular os

coeficientes até a primeira ordem. EntZ3o,

dso _ K
'd—t' "‘(K"‘l) [“(0‘+1)So+0‘soco+—i—+—i——c°]

(14)

0= (K +1)[(u‘+ l)so-wsoco-co]

dsi i K

gt el slewdle, Rt T %t “Sl%]
(15)

dc°=(K+l)-(0‘+1)S—O‘SC—C—G‘SC

dt | 1 01 1 10

Até aqui n3o fica claro que condigdes iniciais devem ser
associadas com (14) e (15) pois estamos considerando as equagdes
exteriores, ou seja, fora da camada limite.

A seguir, consideraremos a variavel de "variagfo répida"

T = t/u e introduzimos uma modificagio na expansio (13) de modo
a levar em conta a mudanga inicial rdpida na solugdo. Procuraremos
expansdes para a solugiio de (2) na forma
s(")(t,u) = [ so(t) L sm)('r)] ¥ [sl(t) i sm('r)] Mo+ ofu )

(16)
Mt = [ e (t) + ] + [e,(t) + o)) o+ ofu)

Os coeficientes satisfazem
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(0) (n)

50(0) +s (0) =1, sn(O) +s (0)=0 (n=12,...),
(17)
c (0)+c™©0 =0 (n=0,1,2,...)
e
(n) (n)
lim s (¥)=0, limec¢ () =0 (18)
T ® T ®
paran =0,1,2,...
Com a mudanga de varidvel T = t/u, (2) torna-se
ds K
prrlall (K +1) [—{o-+1]s+o-sc+—!-<—+—i—c]
(19)
dc
== (K + 1}[(o'+ l)s—crsc—c]
s(0) =1, c(0) =0

Agora, substituindo as expans@es (16) em (19)

t = ut, obtemos as seguintes equagBes para os coeficientes:

(o)

ds ' _

- il 0 (20)
(0)

de ™ _ o), _

5 = (K + 1)[(c + 1)(50(0) +s )

(0)

- o(s,(0) +5'”) ¢ (0) - (c (0) + <y
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ds®_ _ dso(0) + (K+ 1)[ =(o + 1)(s (0) + V) +

aT dt

- cr(so(O) +s®

)(co(OJ + c(m) +

K
* T (500 + o)
(21)
dcm dco (1)
T “ % (0) + (K+ 1)[ (o + 1)(51(0) +s5 )~
- lo(s_(0) + %%y 4 I(c, (0) + o'y =
- o(s,(0) + s‘”)(co(m + 51y
Por (17) e (18) obtemos s(m(t) = 0 e,

conseqiientemente, 50(0) = 1, que é a condigdo necessaria para

resolver o sistema (14). A saber, encontramos diretamente de (14)

_ (o + 1)so
T :
(22)
os +Ins =-(c+1)t+o0o
( 0

as quais estdo de acordo com (4) e (6), respectivamente. Para
completar a aproximagdio de ordem zero, resolvemos a segunda
equag8o de (20), com a condigdo inicial cw)(O)= -1 obtida de (17).
Assim,

) = -exp [- (K + 1)(c + 1)T ] (23)

Resta agora resolver as equagBes do sistema (21). A

primeira equagdo de (21), ap6s as substitui¢Bes torna-se

ds(l)

a5 == [o(K + 1) + K] exp [- (K + 1)(e + 1)%] (24)

Resolvendo, temos
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T

sV ) = s (0)+ [—[w(K +1) + K] exp [-(K + 1)(o + 1)€] d&
0
(25)

Para garantir que a condig8o (18) seja satisfeita, escolhemos
(o]

s’ M) = J -[ec(K + 1)+ K] exp [~ (K + 1)(c + 1)€] d&
0

(26)
isto &,
(1) _o(K + 1) + K
S L R (K + (e + 1) (27
Portanto,
S(n(t) - oK +1) + K

K+ Do+ 1) &P [-(K + 1)(e + 1)T] (28)

Completamos nossa aproximagfo assintética determinando a

expressdo para c(“(‘r), a partir da segunda equacio de (21).

O teorema mostra que as expressdes acima s3o
aproximacdes assintéticas uniformes em [0, T] para a solugio exata

s(t,p), clt,p):

s(t,u) — s:m(t,p) < a pz quando 0 = t = T

c(t,p) - c:")(t,p.) < b pz quando O =t = T

para O < p < 1. As constantes a e b independem de p e t mas
podem depender de T.

O modelo de cinética quimica abordado acima embora muito
utilizado n&o ¢é realista no sentido em que os reagentes sdo
tratados como misturas homogéneas. Entretanto, um detalhado

conhecimento deste caso é uma etapa indispensdvel para o estudo de
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modelos em que a difusfio desempenha um papel essencial. Os estudos
em andamento sobre estes problemas, especialmente relacionados a
reatores industriais com enzimas imobilizadas, serdo publicados em

trabalhos futuros.
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