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1) Resumo

Neste trabalho estudaremos algumas propriedades de uma nova medida central de
uma distribui¢do. Especificamente da medida central chamada de valor esperado fuzzy
(FEV) de um conjunto fuzzy. Nosso principal resultado é que para um conjunto fuzzy que
também € uma variavel aleatoria X com fungdo densidade simétrica, temos
FEV(X) = E(X).

2) Introducio

Os conjuntos e medidas fuzzy so utilizados com o intuito de tratar
matematicamente questdes subjetivas .

Um subconjunto fuzzy A do conjunto universo Q é identificado por uma funcdo de
pertinéncia a : 0 — [0,1], onde a(w) indica o grau de pertinéncia do elemento @ ao
subconjunto fuzzy 4. O subconjunto classico é um caso particular do subconjunto fuzzy,
onde a : Q — {0,1} ¢ a fungio caracteristica do subconjunto A. Neste texto, tanto a fungdo
grau de pertinéncia quanto o proprio conjunto fuzzy serio denotados pela mesma letra.
Desta forma, 4(«) indica o grau de pertinéncia do elemento @ ao subconjunto fuzzy A.

Seja Q o nosso conjunto de interesse. Seja 3 uma familia mondtona de
subconjuntos, que satisfaz :

- 3,Q€3
- SeF, e 3 e {F,} é mondtona, entdo II_I)'nm F,e3.

{Fa} monotona significa que (Fi cF,c..Foc..) ou (FioF:5..oF,>..)

Definimos entfo uma Medida Fuzzy como uma fungio g : I3 —» [0,1] que satisfaz :
- g@=0egQ)=1
- SeAeB e 3 eAcB,entio g(A) < g(B) (fungdo g é monétona)
- SeF, € 3 e {F,} é monotona, entdo £|_T° g(F )= gQiﬂ F") (continuidade)

Chamamos (€2, 3 ) de espago mensuravel e (Q, 3, g) de espaco de medidas fuzzy.

A medida de probabilidade classica P é uma particular medida fuzzy.
A partir do conceito de medida fuzzy, podemos definir uma medida central chamada
de Esperanga Fuzzy, analoga a esperanga estocastica para a medida de probabilidades.
A Esperanca Fuzzy de uma variavel fuzzy X : Q — [0,1] em relagdo a uma medida
fuzzy g : 3 — [0,1] é definida como :
]t Xg= supl[inf(a,g({a) X(w)za})], we

acf0,1
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Sugeno (1974) compara as esperangas fuzzy e estocéstica pelo seguinte teorema
(3.11):
Seja (2 3, P) um espago de probabilidades e X : £2 — [0, 1] uma funcdo
mensuravel. Entdo

|IX(m)dP— 'f.\’.i’ | <

1
4

3) Estudo da Esperanca Fuzzy para a distribuiciio Beta

Uma distribuigdo que particularmente nos interessou foi a distribuigio Beta, pois
podemos estudar o efeito de assimetria na diferenqa entre esperangas estocasticas e fuzzy
simplesmente alterando seus parimetros.

Dizemos que a variavel aleatoria X : Q@ — [0,1], tem distribui¢io Beta (X ~ B(a,b))

se sua fungdo densidade € dada por: f(x)= (1= x)*! xe[0,1].

1
Bla,b)
A esperanca estocastica da variavel X é dada por a/(a+b).
Por métodos numéricos calculamos a esperanga fuzzy para diversos pardmetros da
distribui¢do Beta. Assim obtemos a seguinte tabela :

a b |a-bj Esperanga Esperanca | Diferenga |
Classica Fuzzy

0,5000 0,5000 0,0000
0,4286 0,4472 00186
0,8000 0,7245 0,0755
0,6667 0,6227 0,0440
0,5714 0,5528 0,0186
0,5000 0,5000 0,0000

1 1 0 0,5000 0,5000 0,0000
1 2 1 0,3333 0,3820 0,0486
1 3 2 0,2500 0,3177 0,0677
1 4 3 0,2000 0,2755 0,0755
2 1 1 0,6667 0,6180 0,0486
2 2 0 0,5000 0,5000 0,0000
2 3 1 0,4000 0,4278 0,0278
2 4 2 0,3333 0,3773 0,0440
3 1 2 0,7500 0,6823 0,0677
3 2 1 0,6000 0,5722 0,0278
3 3 0
3 4 1
4 1 3
4 2 2
4 3 1
4 4 0

Notamos que para todos os valores dos paridmetros a diferenca foi bem inferior do
que 0,25 (que € o limitante dado pelo teorema do Sugeno). Além disso, para parimetros da
distribui¢do Beta em que a = b, notamos que as esperangas fuzzy e estocasticas coincidem.
Observando a curva da fungio densidade da distribui¢do Beta chegamos a conclusdo que a
mesma ¢ simétrica quando a = b. Entdo comegamos a suspeitar que existe relagio entre
simetria da funcéo densidade da distribuigdo e a diferenca entre as esperangas estocasticas e

fuzzy.
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4) Desenvolvimento de um novo resultado sobre esperanca fuzzy

Com os resultado obtidos sobre a distribui¢do Beta, tentamos generalizar a hipétese
de que a densidade de uma variavel aleatéria ser simétrica implica a igual entre suas
esperangas estocasticas e fuzzy.

Seja X uma variavel aleatoria continua que também é um conjunto fuzzy, isto é
X :Q—[0,1]. Do fato de X : Q — [0,1], temos que sua fungio densidade f [0,1] = [0,1],
parte do contradominio de X que é [0,1].

Denotando a esperanga fuzzy de X por FEV(X) , temos que :

FEV (X) = sup [infla. P({0 € Q: X(@) 2 a})], onde [ f(x)dx
a€[0,1] 4

Assim, P{o € Q: X(0) > o} = H(o) = | f(x)d

Logo temos que :
FEV(X)= sup [infla, H(a)]

ac[o,1]

Aqui ilustramos o valor de FEV (grafico o x H(a)):

H(a) Bissetriz

H(a-) i S

|
|
I
]
]

a= «

Os valores realgados mostram inf[et, H(c)], para o € [0,1]. O valor
sup(inf[a, H(e)]) € obtido no ponto a* em que a bissetriz se encontra com a curva H(a).
Neste ponto a* = H(a*), ou seja a* & um ponto fixo de H(a) e FEV(X) = ot*.
Se a funcdo f for simétrica, temos que f{x) = f{1-x), para x € [0,1].
1/2 2 /2 1
Logo [ f(x)e= [ f(1-x)de= [ - f(x)de= [ fx)ax
(1] 0

1 /2
1/2

Mas sabemos que [ f(x)dx = [ 7Cere+ [ £y =1
1/2 1

Destas duas igualdades temos que : I S(x)dx = j f(x)dx=1/2
0

/2

1
Mas [ f(x)dx=H(1/2)=1/2. Entdo o*= % ¢ ponto fixo de H, logo FEV(X) = %,

1/2
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Os resultados acima podem ser resumidos no teorema :

Se a variavel aleatoria continua X é tal que X : Q — [0.1] e tem funcdo densidade f
simétrica, entdo E(X) = FEV(X).

Sabemos também que no caso estocastico Esperan¢a = Mediana = % quando a
fungdo densidade da variavel aleatéria é simétrica. Deste modo, as duas esperangas
coincidem se houver simetria da densidade da variavel aleatéria. O caso da distribuig¢do
Beta com os pardmetros iguais € um caso particular deste resultado. Este resultado que
obtivemos (|E(X) — FEV(X)|=0 para X com fungio densidade simétrica) é um caso
particular do teorema (3.11) de Sugeno (1974), pelo qual sabemos que
[E(X) - FEV(X)| < %.

3) Comentarios finais

Nosso principal interesse tem sido no sentido de minorar o valor de
|[E(X) — FEV(X)|, para as diversas variaveis aleatorias classicas. Acreditamos que, de
maneira geral, o FEV(X) ¢ mais facil de se obter que E(X), dada a pouca exigéncia feita na
definigio de FEV(X) quando comparado com E(X). Quando X é uma variavel aleatoria
continua, por exemplo, precisamos da nogdo de integral para definirmos E(X).
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