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1 — Introducio:

O uso de materiais radioativos no dltimo século trouxe sérios riscos para o meio ambiente,
principalmente, com relagdo aos depésitos de lixo radioativo. Neste artigo, propomos um modelo fuzzy
para descrever o fenémeno de decaimento radioativo, usando equagdes diferenciais fuzzy, cuja solugdo
analitica cldssica é bem conhecida.

Chang e Zadeh (1972) foram os primeiros a introduzir o conceito de derivadas fuzzy (Ma,
Friedman e Kandel, 1999), mais tarde, Dubois e Prade (1982) usaram o principio de extensio e suas
aproximagdes. A seguir, Puri e Ralescu (1983) discutiram outros métodos e propuseram duas definigdes,
uma baseada na H-diferenciabilidade e limitada ao cone convexo e outra para espagos de Banach (Ma,
Friedman e Kandel, 1999).

Kandel e Byatt (1978, 1980) aplicaram o conceito de equagoes diferenciais fuzzy para
problemas dindmicos fuzzy, mas foram Kaleva (1987, 1990), Seikkala (1987), Ouyang e Wu (1989) ¢
Nieto (1999), quem deram um tratamento rigoroso ao problema de valor inicial fuzzy (problema fuzzy de
Cauchy).

Wu, Song e Lee (1996) obtiveram um leoréma de existéncia e unicidade de solugio para o
problema de Cauchy para as equagdes diferenciais fuzzy: () =f(t, x(1), X(to) = Xo
para aplicagdes fuzzy de varidvel real, cujos valores s3o conjuntos normais, convexos, semicontinuos
superiormente e conjuntos de suporte compacto em R", com a fungio f satisfazendo a condigio
generalizada de Lipchitz.

A solugio analitica fuzzy do problema de Cauchy para equagio diferencial fuzzy de
modelos que descrevem a dinimica populacional foi apresentada em Barros, Bassanezzi e Tonelli (2000).

A resolugio de equagdes diferenciais fuzzy, via aproximagio numérica, é bem mais recente
e uma das poucas referéncias é Ma, Friedman e Kandel (1999), onde & apresentado um algoritmo
numérico para resolver uma equagdo diferencial ordindria fuzzy, com um esquema baseado no clidssico
método de Euler, seguido de uma andlise de erro e ilustrado com alguns problemas de Cauchy (linear e
nao-linear).

Neste artigo, usamos o método de Euler para obter uma solugio aproximada de um
problema de valor inicial de uma equagio diferencial ordindria linear fuzzy, que modela o decaimento
radioativo. Os resultados numéricos fuzzy obtidos sio comparados com a solugdo numérica fuzzy

apresentada em Barros et af (2000) para uma equagiio diferencial fuzzy similar.
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2 — Objetivos:

> Obter solugoes numéricas, via método de Euler, para um problema fuzzy de Cauchy;

»  Andilise de erros;

» Comparagio dos resultados obtidos com a solugfio analitica fuzzy

3 — Descrigio do problema ¢ seu modelo matemstico:

O nimero de desintegragdes por unidade de tempo mede a atividade radioativa de uma
substincia. Este fendmeno € devido i emissdo de trés tipos de radiagdes: particulas o (nicleos de hélio),
particulas 3 (elétrons) ¢ raios y (ondas eletromagnéticas de alta freqiiéncia). Os primeiros experimentos
que resultaram em tal compreensio foram realizados por Rutheford, Becquerel, Royds, Vilard e M. Curie
no final do século passado e inicio deste, quando j4 se sabia que a atividade é proporcional ao niimero de
dtomos radioativos presentes em cada instante.

O uso desse tipo de material deixa o publico em geral em estado de alerta, e os beneficios
que o uso tais materiais pode trazer, somente podem ser avaliados se o seus perigos sio dimensionados, o
primeiro passo desse processo seria, talvez, o conhecimento das origens desses materiais.

A formulagdo matemdtica (Bassanezi e Ferreira, 1988) que modela o processo de

decaimento radioativo, pode ser descrita da seguinte forma:

(€8] d—N =-AN
dt
onde N = N(t) € o nimero de dtomos radicativos presentes na amostra no instante f e A > 0 é a constante
de desintegragfio radicativa, que pode ser obtida experimentalmente.
O sinal negativo na equagio (1) € porque o nimero de 4tomos radioativos diminui com o
passar do tempo, com isso a taxa de variagdo instantinea dN/dt deve ser negativa. A constante de
desintegragiio A, caracteristica de cada elemento radioativo , permite dizer se este elemento tem vida curta

ou longa.

A solugio analitica da equagio (1) é dada por:
@ N() = Noe™
sendo Ny = N(0) a quantidade inicial destes dtomos.
N T
Levando em conta que N = HA—Am ,onde A é o niimero de massa do elemento radioativo e
N, é o niimero de Avogadro, que vale 6,02x10* mols™, dai a razio Na/A € constante para cada elemento.
Assim, em termos da massa do material radioativo, a lei de atividade pode ser expressa
por:

3) m(t) =m,e™  onde  my=m(0)

Este ¢ o tratamento clissico para o problema, no entanto, apesar da simplicidade da
equagio a dificuldade maior estd na contagem, para a obtenciio dos parimetros identificados no modelo.

Os dados coletados. bem como o método adotado, quase sempre estio carregados de imprecisio e
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elementos de incerteza causados tanto pelo préprio processo de medi¢do, como por algum tipo de

subjetividade na adogio do método.
Desta forma, com o intuito de dar um tratamento matemdtico a estas questdes, o uso de
sistemas fuzzy pode ser visto como uma ferramenta indispensdvel para a andlise e compreensio do

fendmeno em estudo. Para isto, adotaremos o processo “fuzzyness” como em Kaleva (1987, 1990) e
Barros (1997).

Para uma primeira aproximagio, considerando a condigdo inicial como um conjunto fuzzy,

adotaremos a seguinte equagio diferencial ordindria fuzzy:

(4) u()=-Au(), u(0) =uy

onde  u’éaderivada de Hukuhara (ver Puri e Ralescu, 1983), u:R,—E, e A€ 9N,
sendo  E'={ue S(R) | uéfuzzy convexo, isto &, u(x + (1-8)y) > min(u(x). u(y)), v 8 e [0, 1]}

e S(R) = (w:R—[0.1] | [u]* & compacto e ndo vazio ¥ a.€ (0, 1], ou seja, [u]”* = [[ﬁ]“,[ﬁ]"]e %R, )

A existéncia e unicidade da solugiio de (4), para T intervalo fechado de R,, € apresentada
em Nieto (1999), Barros (1997), Kaleva (1987).

O tratamento numérico para o problema serd, entdio, obter aproximagtes para o problema

fuzzy de Cauchy: u’(t)=- A u(t), u(0) = ug, cuja forma paramétrica é dada por:
@O =-2@)°,  [650)1* =[§]" 0<asl

(3) S et N BT
[ =-A@@0)", [1(0))* =[1y]% 0<as<l

sendo que, ([ﬁ]a;[zi]a) devem satisfazer as seguintes condigdes:

i. [@]* ¢ uma fungdo continua ndo-decrescente limitada A esquerda, em [0, 1];
ii.  [#]% €uma fungio continua ndo-crescente limitada 2 direita, em [0, 1];

iii.  [#)* <[@]%, 0<ac<l.

4 — Método Numérico:

Para a obtengdo das aproximages numéricas das solugdes de cada equagio dada no
sistema (5), faremos uma discretizagdo do intervalo [0, T], para um T prefixado, através de um conjunto
{0=t<t<...<t,=T}, coma fixo, em seguida, construimos o esquema numérico para as

aproximagdes seguindo o método de Euler, que se baseia nas aproximagGes de primeira ordem para

({ﬁ']a’:[ﬁ’]") dadas por:

_ Lz + m1* —[z(0]*

(6) [27(V] p

onde, [z()]* ¢ calculada, para [@% e [@)*
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dai, chamando  z; = z(1;), com t;=ty+1h para 1 <i<n,

e, h = (T - 1)/n,

usando (6) em (5), teremos:

[0 ]" =[7,]% - hA[5,])%, 0<a<l

7
2 [, )" =15]° - Al ]%, 0<a<l

Os codigos numéricos para as aproximagoes foram desenvolvidos no MATLAB, cujos
resultados estdo apresentados através de grificos para melhor visualizagdo. Nas figuras, apresentamos a

solugiio numérica fuzzy e a solugdo analitica fuzzy cuja equagiio (apresentada em Barros er al, 2000) é

dada por:

[@]%() = [i1y)" =l )" T Lty % + 1] i
(8) 3 :

[ﬁ]“(” - {f?n]u ;[ﬁn ia) e"“ o if}o]a :h}()]a e}.|

5 - Resultados:

Para as simulagdes onde aplicamos o modelo, consideramos como condigdo inicial, para

todos os materiais radioativos, uma massa “‘em torno de 100 g”, descrita pelo seguinte conjunto fuzzy:

*=90 e 90<x<100
© =ML elonzx<1io vxe R
0, caso contririo

O grifico da fig. 1, a seguir, esboga o conjunto fuzzy dado pela equagio (9), onde os pontos

marcados, representam os ¢-niveis utilizados para iniciar as aproximagdes pelo método de Euler.

[0 95

Fig. I — Condigao inicial dada pela equagio (9)

Para a constante de desintegragio A, caracteristica de cada elemento radioativo. utilizamos
os valores apresentados em Bassanezi e Ferreira (1983), para os seguintes elementos:

Rédio (Ra’™): A = 0.440x10% ano' e Chumbo (Pb*'%): 1 =0315x10" ano™.
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O intervalo de tempo considerado foi [0, 1] ano, com 100 iteragdes, ou seja, h =0,01 parao
chumbo (Pb*'%). Enquanto, para o rddio (Ram) usamos o intervalo [0, 100] anos, com 100 iterages, ou
seja, h=1,0.

A seguir, apresentamos os gréficos das solugGes analiticas e numéricas para os elementos
Pb™’ e Ra™® nas figuras 2 e 3, respectivamente.

Decaimento para m"
______ - *. . Sohrio Numénica Fuzzy

Sohugio Analitica Fazzy ~  __...--

. | '
L ‘ : - Pty [

0 &g 0 ) Massa (g)

Fig. 2: Gréfico do decaimento de Pb*'’, com u, dado por (9), A = 0,315x10" ano’ e h=0,01

Decaimento para Ra '®

i
/ﬁéfK

?:f.

W

Fig. 3: Grafico do decaimento de Ra*®, com u, dado por (9), A =0,440x10% ano e h=1

Para um nimero menor de iteragSes obtivemos resultados mais satisfatérios, no sentido de
melhor aproximagio entre a solugio analitica e a numérica. Na figura 4, a seguir, utilizamos 40 iteragdes
e h =0,005 para Pb*",
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Decaimento de Pt

Fig. 4: Grifico para decaimento de Pb*'°, com u, dado por (9), A =0,315x10" ano™ e h = 0,005

Da mesma forma, também testamos para Ra**%, com um niimero menor de iteragdes, neste

caso para 50 iteragdes, h = 0.1 cujos resultados siio apresentados na figura 5 abaixo.

Decaimento fuzzy para Ra'™°
Sohuelo analitica fuzzy — Soligdo Numérica Fuzzy

T 0 g Massa (g)

226

Fig. 5: Grifico para decaimento de Ra**®, com u, dado por (9), A = 0,440x107 ano e h = 0,1

6 — Conclusdes:

Os resultados numéricos obtidos ndo foram satisfatérios para o modelo utilizado no
fenémeno em estudo. Para poucas iteragdes (n pequeno) o método produziu aproximagdes mais
satisfatdrias entre a solugdo numérica fuzzy e a solugdo analitica fuzzy. A precisio do método de Euler &
da ordem de h, para cada iteragiio, assim ele nio se apresenta como um método confidvel de aproximagio
da solugdio para escalas de tempo grande. como no caso do decaimento radioativo.

Nos exemplos tratados por Ma, Friedman e Kandel (1999), eles nio consideraram a
equagio dada por (4). Neste caso, o comprimentos dos intervalos em cada c-nivel foi decrcs‘ceme ao
longo do tempo para a solugio numérica, o que contradiz i solugdo analitica fuzzy cujos intervalos para

cada a-nivel € crescente com o tempo.
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Para o a-nivel | (o = 1), houve maior similaridade entre o resultado numérico fuzzy e a
solugdo analitica fuzzy, neste caso a solugdo fuzzy coincide com a solugdo deterministica, apresentada no
tratamento cldssico do problema, dado pela equagdo (3).

Em futuros trabalhos, poderia-se adotar métodos de melhor aproximagio, como por
exemplo Runge-Kutta de 4° ordem. Além disso, seria interessante considerar o parimetro A como um
conjunto fuzzy (tipo triangular) de modo a melhorar o modelo, uma vez que o valor de A também

apresenta alguma incerteza.
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