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Num passado relativamente préximo, havia modelos para mais de uma espécie, em que
0 tempo era a tmica varidvel independente: eram os sistemas classicos de tipo Lotka-
Volterra em que se modelavam agdes interespecificas. Por outro lado, se consideravam
para uma espécie, modelos que levavam em conta variabilidades espaciais além da
temporal, recorrendo entre outras, a EquagSes a Derivadas Parciais de Difusdo-
advecgdo (no caso de difusdo de populagdes, é bastante comum o uso do termo
“dispersd0”, e este texto ird aderir a tal uso). O que se pretende fazer aqui é contribuir
para o uso crescente de modelos em que ambas as caracteristicas sejam usadas na
modelagem De inicio, apresentamos um modelo genérico com duas espécies
P=P(X,y;t) e q=q(x,y;t) com dindmicas populacionais de tipo dependente da densidade
e expostas a uma hostilidade do meio. Iremos supor ainda que interajam entre si, como
competidoras (por exemplo) por recursos do meio. Incluiremos, portanto, no modelo:

® As hostilidades do meio para cada uma das espécies, dadas, respectivamente, por

o=o(x,y;t) e v=v(x,y;t);

® As dinfmicas préprias de cada espécie, ai incluida a agio da outra: p.fip,q) e
q.2(p.,q);

e As capacidades de suporte do meio para cada espécie, dadas, respectivamente por
KelL.

e As difusibilidades de cada uma das espécies, dadas, respectivamente, por
a=a(xy;t) e B=B(xy;t);

e Dois campos de velocidade que podem indicar, de modo primario, tendéncias
migratérias ou quemotaxias, dadas por V e por W,

e Os parimetros da dinimica populacional dita de Verhulst geralmente indicados no
termo ndo-linear ao lado direito do sistema: A e p, taxas intrinsecas de
crescimento, ¢ e d coeficientes de agfio interespecifica.

Um primeiro passo, entio, é o de definir um modelo genérico num espago funcional
conveniente H em que possa ser postulado o problema (obviamente junto com as
condigdes inicial e de contorno):
Obter p(x.y,t) e q(xy,t) em H — para (xy)eQcR® e para te(0,T] - conhecidas as
populagdes iniciais dadas por p(x,y,0) = pe(X,y) e q(x,y,0) = qo(X,y) tais que, além de
condi¢des de contorno apropriadas, se tenham para f e g numa forma Lotka-Volterra:
% —div(e.Vp) +div(V.p) +op=Ap.(1- %) -cpq=pfip,q) e

(1.1

S divpYa) + divW +vp=ha (-3~ dpa=ag(r.0)

Mencionar condigdes de contorno convenientes significa basicamente traduzir para a
linguagem classica de equacdes a derivadas parciais determinados comportamentos.
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A necessidade de introduzir uma formulagio variacional, destinada a problemas como
aquele que aqui se apresenta, implica em exigir integrabilidade no sentido de Lebesgue.
Entdo precisamos que, para todo te[0,T], tenhamos p(x,y,.), q(xy,.) eH'(Q).

Os primeiros termos de derivadas temporais de p e de q também irdo exigir
integrabilidade espacial e, portanto, deveremos ter:

p(x.y.t), q(x,y,t) € H, onde, para
L*((0,T], H'(Q)) = { v(x,y,t) eL?: Vte(0,T], v(.,..t) e H(Q) },
H = {veL’((0,T], H'(Q)) tal que Vte (O,T],% eLI(Q), v l.“| =0}, (1.2

Alémde p(x,y,0) = po(x,¥) e q(x,y,0) = qo(x,y).

A formulagio variacional do problema indicads acinia sera dada por:
Encontrarp=p(x,y,t) e q=q(x,y,t) taisque

(%| vJ —(divfe(x,y;£).Vp - V.p]| v)+ (o(x,y;t)p| v) =

= (pf(p.a)|v) e (13)
(221v)-aivpn. 070 - Wall )+ (ot ;001 )=

= (q.g(p, Q| v), satisfeitas as condigdes iniciais,

para Vve V =H'(Q), 0 que, usando o T. de Green, nos leva a:
(%l v]+(a(x.y;t)‘Vp I¥v)+(V.Vp | v)+(o(x,y:00p| v)- ja%.vdy =

¢

= (pf(p,@)|v) e (1.4)
(it_q} V] +(Bex,y; ).V || vv)+(W.Vg| v)+ (o(x,y:)q| v) - IBZ“_q'VdT -
= (qg(p.q) | v),

considerando div(V) e div(W) ambos nulos. Esta condigdo corresponde a considerar
que os campos das velocidades dados, respectivamente, por V e por W, sejam
conservativos. A esta formulagdo variacional ha que se acrescentar, ainda, o efeito das
condi¢des de contorno, que no caso das condigdes de Dirichlet e de von Neumann
serem homogeéneas, por exemplo, implicariam no desaparecimento da integral sobre a
fronteira &Q2. Em outras palavras, se as condigdes de contorno forem, genericamente
dadas por expressdes do tipo

ko (%, y:1).p(5,y: 1), +k, (X, y;t).a(x,y; t).%‘ =s,(x,y;t)e

n

L (%, y; .90, y: 1), +1,(x,y; 0B, y; t).iq‘ =s5,(x,y;1), (1.5)
Mix

onde [, eI} formama fronteira 0, e[, N[, = &,

deveremos ter, no lugar de integrais de linha como as que figuram em (1.4), termos em
que figurem as condigdes acima dadas por (1.5).

Em termos da garantia de existéncia e da unicidade de solugio para o problema (1.4)-
(1.5), podemos mencionar os trabalhos de Lions (1968), sob cujo signo se

131



desenvolveram os resultados de Aziz e Aman, por exemplo, com os resultados
desejados.

A escolha por um método de aproximagdo, descartadas possibilidades de solugdo
analitica, ¢ pelo Método de Galerkin com vistas a0 Método de Elementos Finitos de 1*
ou 2° ordens, além de um método implicito, Crank-Nicolson, em t. Para isso,
deveremos substituir o espago V das funcdes teste por um subespagco de dimensdo
finita Ny, , denominado V), . Este subespago € resultado de uma opgdo na aproximagio
desejada que se constitui, de fato, numa separagdo de variaveis, em que as fungdes
teste citadas surgem em combinagdes lineares finitas de elementos da base de V,. Além
disto, a verificagio das equagdes em sua formulagio variacional (1.4) .. para todo

veV” passara a ser exigida apenas para os N elementos P;(x,y) da base de V,.
Teremos, entdo:

Pn =2.P;(D9;,(x,y) € g, =2.q,()p;(x,y) (1.6)
J j]
e, em vez de (1.4), com as aproximagdes py(X.y,t) € qu(x,y,t) no lugar das fungdes
P=p(x.y,t) e q=q(x,y,t), iremos calcular as 2n fun¢Ges apenas da variavel temporal t,
dadas porpi(ty e qi(t), j=1, ... nm:
idpj(t)
dt

(tp,- |, )+ ip ,-(t)(a(x,y;t).Vfoj I Ve, )+ Z p ,-(t)(V.Vq)j g, )+

1=)

+ipj(t)(c(x,y;t)w,- Iwi)~ > p,(t)fm%-qxd*/=

= p;(t){tp,-.f(ipk(t)rpk.iq,(t)tp,)|wi}e
k=1

J=1 s=1

Je'on

n d k n n

2, —qa‘t(—t((p,- g, )+ qu(t)(ﬂ(x.y; ).Ve, | Vo, )+ Zq,—(t)(W-V(P,- o)+ (1.7)
+ 3, 0bte 09, 10)- T a,0 [ty =

I jeran 0 67]

= qu(t){wj'g(zpk(tlpk’ZQS(tlps) | (Pl] i =l""’n
j=l k=1 s=]
para¥ ¢, € basedeV,, com(p ;(0)); e(q;(0)); dados.

Em (1.7), ha uma somatéria de integrais cujo subindice é dado pela expressdo j“c”dQ:
isto deve evidenciar a soma para aqueles vértices cujos lados estdo sobre a fronteira do
dominio, excluindo tanto os vértices do interior de Q quanto os que estio no bordo,
mas cujos lados n3o pertencem a 8Q2. Conforme as condigdes de contorno, os termos
podem reduzir-se a expressdes do tipo:
<01%~|(p.> =<c.%|(p. >4, 1

ar] i 7.0 ar[ i upl @) ) sup( @) )Ty L0
onde deve figurar (como no caso de o), a difusibilidade da espécie estudada no interior
do meio do qual n € o versor externo ortogonal 4 fronteira.
Este sistema de Equagdes Diferenciais Ordinarias com 2n equagdes e 2n incognitas
funcionais aparenta uma simplicidade em termos de resolugfio analitica, a nio se
reparar nem nas carateristicas de nio-linearidade nem nas dimensdes do sistema — para
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0 qual a obtencdo numérica de autovalores e autovetores associados se torna
proibitivamente complexa. Isto posto, iremos recorrer ao Método de Crank-Nicolson.
Ora € reconhecido que este método pode apresentar certas falhas provocando
pequenas oscilagdes nos primeiros passos ao longo do tempo, mas no tipo de
problemas aqui apresentado, o que interessa é simular um comportamento qualitativo a
médio ou até a longo prazo em vez de obter resultados quantitativos em curtos
periodos no tempo. O que indica a conveniéncia do uso de Crank-Nicolson de
comprovada confiabilidade nesse tipo de situagdo.

Faremos, portanto, uso das discretizagdes para a variavel temporal;

de;(t, +A"/) c;(t,.)—¢(t,) ,
= comerroda ordemde (At)” e
dt At (1.8)

a)te.(t
c,(t, +A/) “') i )comerrodamesmaordem.

Por ¢ denotamos a aproximagio de ¢ = c( Xj , ¥j »ta), que, usada com (1.8) em (1.7)
leva a:

(n+l) (n) n (n+l) n)

ipj—A:pL_((pj I, )_,_ Zp_’%’_j_(a(x,y;t).Vlﬂj I Vep, )"'
1= it
R p (n+l) " p,“” - p (n+l) p (n)
+ Zj—sz(V-V(p} o)+ Z%(U(x,y; D9 1w,)-
1 =
(n+1) (ni
j';x] 2 Ia f}l’] 4 dY

(ntl) (n) (n+l) (n) o (nel)

(n)
Z P; [ f(zpk 2+Pk {Pk,zq, ;qs ‘P,)|‘PiJ

3=l

e
o (n+l) (m) = (n+l) )
i (‘pI lo,)+ Z&—zq’—@(x,y; Ve, | Vo, )+
1=) )=l
" q (n+l) _(nl i ,(m” -(n)
v Z%(w.V<pj o)+ 2T,y 00, 1 0,)-
¥l 3=l
0"+, o Oy
- ——— |B—ody =
,Zan > Iﬁ P
- (n+1) +q (n+1) (m-U (n) (19)
=yl [(p g(ZH—%Z q )|(P-.J
1

paraV ¢, € basede V,,com(p;”); e(q,”), dados.

Isolando do lado esquerdo as ocorréncias explicitas das incognitas p®*" = (p®");-,.

e q*" = (q""), . x (definidas para o passo de tempo t = t,.,), deixando as
ocorréncias exphcttas de ambos os vetores p™ = (p{);.1. _n e @™ = (™)1, . n do
lado direito dos sinais de igualdade e, ainda, tomando-se o devido cuidado de efetuar
as integrais sobre a parte I da fronteira apenas quando estas, de fato, existirem, este
sistema néo-linear pode ser reescrito como se segue:
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>, s 10.)+ e, 0.90, 190 )+ 5 (V90 )+

=
(cr(x y,t)(p,ltp fﬂ— dy -
(n+1) (n) - (n+1) (n)

At 2 + s +q,
- 7{%1‘(2')“ 5 B 4,32 5 A w.)lmiJ}=
k=1 3=l

-Zp,‘“’ (o, 19.)-2 (a(x,y;t)w,- I Vo, )-

i=]

_%(V.V(Pj |, )—%E(c(x,y;t)_q)j |q;.i)+%rl

(n+1) (n) e (n+1) (n)

At - p + . *q,
k=1 s=1

e

Y0, (o, 1o, )+%[B<x,y;t).wp,- 199+ (W0,10,)+

=)

+%£(U(x’y; t).p; |¢i)_%iﬂ%-¢'i‘h_

(n+1) (n) (n+1) (m)
+ 4, +q,
-H—[tp, (Zp“ 5 P o, 5 - ip,)lfp.}=
s=1 3

=Y a," o 10)-5 Bec.: 050, 1 v9,)- s

""AZ-I(W-V(?,- Iwi)-%l(v(x, y;t)Q; |%)+%IB%—W}1+

At (n+1) (nfl] p {n)
* ?-[%-g(kz—%,z DI
paraV ¢, € basedeV,,com(p;(0)), e(qj(O))j dados.

Este sistema se caracteriza pela ndo linearidade. No caso que estamos tratando o
aspecto que assumem as fun¢des f e g, ambas de p e q, é o de Lotka-Volterra classico.

Obtem-se ent3o, usando em (1.1) os coeficientes 6’=0-A e V'=u-|, e, para 0 caso
particular de condi¢des homogéneas de contomo, o sistema n3o-linear:
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ijfml) ((P o, )+—(a(x v:).Vo, | Vo, )+~—(V Vo, lo )+ )

1=]

(n+l) (n)
+%(°'(x,y;t).<p,- I‘Pi) [tp, (Z p )I(p.]
A (n+]) (n)
= t(tp] (Z——w ) @, ]}-

= Z g {(fp, |, )*%(a(x,y; 1).Vo, || Ve, )* %(V-thj |, )—

1=}

(uc-l) (n)
Az(rr(x vt Iw,)——-[pr(Z il )Iq:)

CAt (n+l) (n)
{tp, (Z——q—cp )| @;
e

qut"‘” (o, )+—(l3(x ;). Ve, | V(P.)+£(WV‘P o)+

At t (n+l) (n)
+?(u'(x,y;t).(pj |mi)+%{«p,.(2‘“—i—mk)w. +

d <ml) (n)
m[ (Z p )ltp]

= iq,-"”{(qaj Iqa.)—%(ﬁ(x,y;t).vfpj I V(pi)—%(W-ch,- l9,)-
i=]

(n+1) (n)
_% (u'(x,y;t).(p, | ¢, )— %{‘Pj-(zqk—(ﬂ) o, J -

(n+1) (n)
S [cp, (Zﬁan)l LP.J}

para¥ ¢; e basedeV,, com (p;(0)); e(q;(0)); dados.
Este sistema é reescrito como:

E( p(ﬂ) P(n*‘l) (ﬂ”)) p(n+1)_F( p(ﬂ) q p(nﬂ) (IH'U) @) o

G(p(ﬂ) q p(nﬂ) (nﬂ)) q(nﬂ)._H( p(n) q p(nﬂ) (nﬂ)) q(ﬂJ

dados p® e ¢,

(1.11)

(1.12)

As expressdes de E, de F, de G e de H estfio dadas acima, em (1.11), e, devido & ndo-
linearidade, o algoritmo de aproximagio numérica sera iterativo em cada passo no
tempo. Este procedimento numérico apoia-se na facilidade de utilizar esquemas
numérico modulares reaproveitando trabalhos anteriores de aproximagdo por

Elementos Finitos. Ou seja:
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Dados p“ e q,

1. resolve-se o sistema E( p”, q“, p®, q?). p” = F(p”, ¢?, p*, ¢*)p”,
obtendo o vetor p'”,

2. resolve-se, em seguida o sistema
G(p®, ¢®, p™, ¢). ¢ = H( p®, g, p”, ¢).q®, obtendo ¢

3. Resolve-se entdo
ECH L a™ o 0 gV =F( o, g™, 09,050 obtendan’™);

4. e o sistema
G(p?, 4%, p°, ). ¢ =H(p®, ¢, p™, ).¢®, obtendo ¢,

5. Procedendo analogamente, obtém-se p‘ ’ bem como ¢, e assim
sucessivamente até que se estabelegam convenientes aproximagGes dos
vetores p'”, q". Em geral ndo ha ganhos ao se repetir muitas vezes estas
iteragdes internas a cada passo no tempo (cf Sossae, 1995).

6. O procedimento todo, de 1. a 5. é repetido com p™ e q™ no lugar de p®
e q%, para se obter p™e ™.

Para ndo tornar ainda mais pesado o texto, toda a parte algoritmica da construgdo das
matrizes, bem como das repetidas solugdes a cada passo no tempo nio serdio parte do
presente texto. Referéncias para este tipo de procedimento sdo, por exemplo, Sossae

(1995) ou Meyer (1988).

Usando um conjunto de dados qualitativamente aceitiveis, embora desprovidos de
base real em termos de observagdes de campo, ensaios numéricos tém evidenciado
caracteristicas de comportamento tedrico bastante sugestivas, e indicam a validade do
tipo de modelagem aqui proposto no estudo de cenarios de simulago.

No primeiro conjunto de ensaios foi usado um dominio retangular com caracteristicas
de simetria. Desse modo foi possivel discretizar apenas um quarto do dominio total,
definindo a condigdo de contorno nos dois lados “internos” do dominio maior
(correspondendo ao lado superior e ao lado direito do retingulo discretizado) como
sendo de von Neumann homogéneo. Nos outros dois lados (em baixo e a esquerda) a
op¢do foi por uma condigio Dirichlet homogénea. Para a condigio inicial, que
corresponde as distribui¢des iniciais de populagdo, foram propostas duas situagdes: a
de populagdes que, de inicio, ocupam regides bastante diferentes e separadas, e um
outro caso em que, ja de inicio, temos a interagdo pela proximidade.

Na primeira situagfo, portanto, temos as populagdes iniciais dadas na figura 1, em que
se caracteriza a distancia entre elas, e apenas a dispersdo ird promover seu encontro e,
conseqiientemente, a interagdo competitiva.

Populacdo inicial: py Populagdo inicial; gp

Figura 1
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Depois de 2000 passos no tempo, o que se obtém é apresentado na figura 2, onde se
vé claramente que a populagdo denominada de p(x,y;t) que comegou préxima do canto
inferior esquerdo (ver fig. 1) tem uma certa dificuldade inicial de ocupar a regido no
modo usual para esse tipo de situagdo de dispersio, ficando com uma maior densidade
populacional ligeiramente abaixo do canto superior direito, precisamente a regiio
ocupada pela outra populag3o q(x,y;t) que, tendo comegado ja nessa regido, e tendo-a
ocupado antes da primeira espécie, resiste na fase inicial a um convivio competitivo,
impedindo ai a presenca da espécie p(x,y,t).

Aproximagio de p(x,¥,t2000) Aproximagdo de q(x,y,tz000)

Figura 2

No entanto, depois de 4000 passos no tempo, o que se vé (na figura 3) é o esperado
convivio das duas espécies na forma das solugdes classicas de modelos de dispersdo
uniespecificos, tendo desaparecido a separagio espacial de ambas as populagdes.
Destacamos, também, a gradativa queda nos nivies populacionais ao longe do tempo.

Aproximag#o de p(x,y, tiooo) Aproximagdo de q(x.y, tso00)
Figura 3

Ainda neste primeiro conjunto de ensaios, escolhemos um né do dominio discretizado
para que, fixado esse ponto no dominio espacial, se possa ilustrar um comportamento
evolutivo de ambas as espécies modeladas. O ponto escolhido se localiza
aproximadamente no centro do dominio para que possam ser acompanhadas as
varia¢des temporais:
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Figura 4

No segundo conjunto de ensaios, a aproximagdo dada em (1.11) foi alterada para se
poder acompanhar um modelo classico de predador-presa, também com uma dindmica
populacional de tipo logistico. A unica diferenga € o sinal que precede o ultimo termo
do lado direito da primeira equagdo: +c.p.q, evidenciando o efeito benéfico para o
predador, p(x,y;t) do crescimento populacional da presa q(x,y;t). Sdo os mesmos os
significados dos demais parimetros de dispersdo, migragdo, hostilidade do meio e de
dinidmica populacional. Ndo parece ser necessario repetir as formulagdes variacional
nem a variacional discretizada, como também € dispensavel repetir as expressdes € a
seqiiéncia algoritmica dadas em (1.12) e seqiiéncia, com a citada mudanga de sinal. As
condigdes iniciais usadas nos ensaios seguintes estio dadas na figura 5. O objetivo
deste conjunto de ensaios é o de simular o convivio de duas espécies numa relagdo
predador-presa, com ambas as populages separadas por uma determinada extensdo de
terreno — em outras palavras, o encontro entre individuos ird ocorrer por forga da
dispersdo populacional.

o & @ &

Populagio inicial de predadores: py | Populagdo inicial de presas: qo

Figura 5

Apos 8000 passos no tempo, o que se obteve estd ilustrado na figura 6 — no que
corresponde a um “quadro” que faz parte de um “filme”.
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