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Abstract

Neste trabalho consideramos o modelo epidemiolégico do tipo SIS (susce-
tivel-infectado-suscetivel) em que a taxas de transmissao e de recuperagao
da doenca sdo consideradas como conjuntos fuzzy. A Teoria Fuzzy é uti-
lizada para andlise da Taxa de Reprodutibilidade Basal Rp, com o objetivo
de propor estratégias de controle.

1. INTRODUGCAO

Os trabalhos de Kermack e Mckendrick tiveram grande influéncia no desenvolvi-
mento de modelos matemadticos para o estudo de doengas infecciosas de transmis-
sao direta, ou seja, doengas que para serem disseminadas, dependem do contato
entre individuos suscetiveis e infectados. Essas doengas sdo geralmente causadas
por virus ou bactérias, como por exemplo, rubéola, sarampo, dentre outras.
Recentemente, modelos cada vez mais avancados tem sido propostos para o
estudo da influéncia de diversos fatores no curso de uma epidemia, visando essen-
cialmente, a adoc@o de medidas de controle. A maioria desses modelos considera
a populagio subdividida em classes distintas, de acordo com a satide ou doenca
dos individuos e a taxa de transmissio da doenca sendo proporcional ao encontro
de individuos suscetiveis (S) e infectados (I), representado por 3SI, onde 3 é

chamado taxa de contato. Esta dltima suposigio é baseada na Lei de Acao das
Massas, oriunda da Cinética Quimica.

Ao considerar a taxa de contato (3) entre os individuos como um pardmetro
constante, assume-se que a populacao estd distribuida homogeneamente e, conse-
quentemente, do ponto de vista epidemiolégico, os individuos nao sao diferencia-



dos. Dessa forma, a transmissao da doenca dependerd unicamente da transmissi-
bilidade do agente infeccioso e da probabilidade de encontro de um suscetivel com
um infectado.

Um pardmetro de grande interesse no estudo de modelos epidemiolégicos é o
Valor de Reprodutibilidade Basal, Ry, definido como o mimero de infecgoes se-
cunddrias que um individuo infectado é capaz de produzir quando ele é intro-
duzido numa populagao inteiramente suscetivel. A andlise do Ry permite identi-
ficar quando a doenca se instalard numa populacao.

No entanto, estes modelos nao considerain de forma geral, os diferentes graus
de suscetibilidade e infecciosidade dos individuos. Em [2], essa heterogeneidade
dos individuos ¢ incorporada na taxa de contato, para um modelo do tipo SI,
considerando-a como um conjunto fuzzy [1]. Tal fato possibilitou a obtencio do
Valor de Reprodutibilidade Basal Ry para o modelo, diferentemente do modelo
classico SI, no qual a doenga sempre se propaga.

Consideramos neste trabalho doencas em que o individuos infectados ndo
adquirem nenhum tipo de imunidade contra as mesmas, caracterizando um modelo
do tipo SIS. Assim como em [2], a heterogeneidade dos individuos ¢ incorporada na
taxa de contato e também na taxa de recuperagao do individuo, considerando que
ambas dependem, por exemplo, da carga viral. Como o tempo de permanéncia
de um individuo na classe dos infectados nao é o mesmo para todos individuos, se
considerarmos que nem todos possuem a mesma quantidade do agente infeccioso,
quanto maior a carga viral maior serd o periodo de recuperacao.

Com estas consideragoes, obtemos Hy dependente da carga viral, diferente-
mente do modelo cldssico, onde é constante.

2. PRELIMINARES

Um subconjunto fuzzy F do conjunto universo i é definido em termos de uma
funcao grau de pertinéncia u, que a cada elemento = de U associa um mimero
u(z), entre 0 e 1 chamado grau de pertinéncia de  a F. Assim, o conjunto fuzzy
F é simbolicamente indicado por uma funcio grau de pertinéncia.

u:lU — [0,1]

Os valores de u(z) = 1 e u(z) = 0 indicam, respectivamente, a pertinéncia
completa e a nao pertinéncia do elemento x a F.



I interessante notar que um subconjunto cldssico A de I/ é um particular
conjunto fuzzy para o qual a funcao grau de pertinéncia é a funcio caracteristica
de A, isto é, Y4 : U —{0,1}.

A fim de usar um método de defuzificacao para obter um valor crisp, isto é,
um nimero real que represente um conjunto fuzzy(no nosso caso o valor ‘médio
" do mimero de infectados no instante t) necessitaremos do conceito de medida
fuzzy.

Seja 2 um conjunto nao vazio e P(2) o conjunto das partes de Q. A funcéo
i P(2) — [0,1] pode ser uma medida fuzzy se

a) p(@) =0ep(Q) =1

b) u(4) < u(B) se A C B.

Seja u wmn conjunto fuzzy. A integral fuzzy, ou valor esperado fuzzy de u,
FEV[u], ¢ definido por

FEV[u] = sup infla, u{u > a}],
0<ax<l1

onde {u > o} = {r € R: u(z) > a}.

Um exemplo de medida fuzzy é a medida de probabilidade e, neste caso, Sugeno
[5] mostrou que a diferenca entre FEV [u] e a esperanca cldssica E(u) nio ultra-
passa 0.25 quando o conjunto fuzzy u é também uma varidvel aleatéria. Desse
modo, o valor I"'EV[u] que, em geral é mais facil de calcular, pode fornecer uma
boa eslimativa da esperanca matemdtica da varidvel aleatéria u.

Em nosso trabalho F'EV [u] serd usado como o defuzificador do conjunto fuzzy
1.

3. O MODELO

O modelo mais simples para descrever uma doenca na qual um individuo se recu-
pera, mas nao obtém nenhum tipo de imunidade, ou seja, ele volta a ser suscetivel,
pode ser esquematizado no seguinte diagrama compartimental:

S - I — 8§

Considerando que a passagem de um individuo da classe S para a classe I
ocorre a uma taxa (3, dependendo somente do encontro entre um suscetivel e um
infectado e, além disso, que o individuo se recupera e volta a ser suscetivel a uma
taxa <y, temos o seguinte sistema de equacoes diferenciais:
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48— _BSI+~l
dl - — BSI—~l (3.1)

S+1=1

onde S é a proporcio de individuos suscetiveis, I é a proporgao de individuos
infectados, 3 é a taxa de contato e 7 a taxa de recuperacao. Consequentemente,
~ =1 é o periodo médio de recuperacao.

Na secio seguinte propomos uma extensdo do modelo (3.1) incorporando a
heterogeneidade dos individuos nos pardmetros [ e 7, considerando-os como um
conjunto fuzzy. ([1],[2])

3.1. Modclo Fuzzy

Visando incorporar as incertezas presentes nos conceitos de suscetivel e infeccioso,
consideraremos os pardmetros 3 ¢ 7y como conjuntos fuzzy.

Como o parametro 3 &, em certo sentido, "responsavel ” pela chance de ocorrer
novos casos, admitimos que ele depende, por exemplo, da carga viral. Assim,
quanto maior a carga viral, maior serd a chance de transmissao da doenca. Em
outras palavras, assumimos que 3 = 3(v) onde v é a carga viral de um individuo,
é uma [unciio nao decrescente. Por outro lado, espera-se que quando a carga
viral ¢ pequena, nao hd chance de ocorrer a transmissao. Em outras palavras,
admitimos que exista uma carga minima Uy, nNecessdria para que haja chance
de transmissao da doenca. Além disso, a partir de uma certa carga viral vy, a
chance ¢ méxima. Admitimos ainda que, a carga viral médxima deve assumir um
valor maximo, Vmgz-

Escolhemos

0sev < vVpin
V=Umi

S€ Vpjn < U<V
B(v) = { ¥M~Ymin misn M (3.2)
1 se Uy <V < Vag
0 S€ VU > Vmaz

Para a taxa de recuperacio do individuo (7), consideramos que, quanto maior
a carga viral, maior é o tempo que o individuo permanece na classe dos infectados
(v~1). Consequentemente, v deve ser uma funcao decrescente com v. Escolhemos:

4



~(v) = (o—1) w41 (3.3)

Urndzx
onde 7, > 0 é a menor taxa de recuperacao.

Além disso, consideramos que a carga viral distribui-se na populagao de acordo
com a funciio distribuicao p(v) dada a seguir:

Osev<t—46
(v) = Hv—7+8)set—-6<v<7D
PR = —t(v-T—-0)set<v<T+$6

Osev>70+4+6

(3.4)

Assim, o pardmetro ¥ é a carga viral média presente (neste caso a carga viral
média dos individuos infectados), enquanto ¢ dd a dispersao.

Note que p(v) é tipicamente uma fun¢do de pertinéncia de um mimero fuzzy
triangular[]

4. Andlise do modelo

Nosso principal intuito nesta secgao é fazer um estudo do modelo no sentido de
obter informacoes que indiquem a presenga ou nao de uma doenca numa popu-
lacdo e, em seguida, fazer estudos do Valor de Reprodutibilidade Basal que, como
sabemos, é um pardmetro que indica o ritmo e uma possivel politica de controle
para uma doenga.

4.1. Solucgao e Pontos de Equilibrio.

Do sistema de equacgoes(3.1), temos

dI
dt

| 8
pHl-2) - 1)

o



Assim obtemos a solugao

que, para [azer sentido biolégico, tem-se 3 > .

Para estudarmos a evolucao do mimero de infectados no tempo, isto €, se o
mimero de infectados cresce indeflinidamente ou nao, devemos estudar a estabili-
dade dos pontos de equilibrio.

.
Fazendo .
dls

dl
I =0 e

E_O

obtemos os pontos de equilibrio P, = (1,0) e P =(%,1— %)

Uma anédlise do modelo cldssico [3] mostra que P ¢é instével enquanto P, (com
3 > 7) € assintoticamente estdvel indicando assim que, por mais que o nimero de
infectados cresga (supondo inicialmente [, pequeno) esse mimero se estabilizard

em 1 — 3, indicando assim que a fracao g- da populac@o nao serd afetada.

4.2. Diagrama de Bifurcagao

Da hipétese de nosso modelo, tanto F como <y dependem da carga viral v. Desse
modo, o mimero de infectados, em cada instante, é dado por

o B(v) = ()
fd) B(v) + [ — g(y)]e-lBe)-rl” =

I(v,t) pode ser interpretado como o mimero de infectados no instante ¢ devido
A carga viral 1.

Também temos
I) = (M —_ ‘Y('U))

Blv) ™ Bv)”
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Como dito anteriormente, enquanto g% < 1, temos P, assintoticamente

estdvel. Portanto um valor de bifurcacao para v & v*, solugao da equacao 3(v) =
¥(v).

Um cdleulo direto nos mostra que
UnUmdz

T_J* =
Umaz + (1 = 'Yo)(UM - Umin)

(4.2)
e que Vi ST < vy

A estabilidade estrutural para este modelo pode ser ilustrata pelo diagrama
de bifurcacao abaixo, onde P sao os pontos de equilibrio.

""" v

V.
As linhas tracejadas representam instabiidade e
as continuas, establidade

A carga viral v* é chamada de valor de bifurcagio do modelo j4 que para
valores de v < v*, o modelo admite apenas o ponto de equlibrio instdvel P e, se
v > v™ o modelo passa a admitir também o ponto de equilibrio assintoticamente
estdvel F. Desta forma podemos pensar em v* como um parametro de controle da
doenga no sentido que, se uma doenca estiver instalada numa populacao, devemos
fazer com que cada elemento desta populagé@o passe a ter carga viral v nao superior
av.

5. Valor de Reprodutibilidade Basal

Tradicionalmente, a politica para controle de uma epidemia ¢ baseada no Valor
de Reprodutibilidade Basal Ry, que, como vimos na introducao, indica o mimero
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de individuos infectados devido & introdugao de um iinico elemento infectado num
grupo de suscetiveis.

E sabido[3] que para o modelo cléssico SIS temos Ry = g e que a doenca nao
evuluird se Ry < 1 e se instalard na populagao se ffy > 1.

No nosso modelo, g depende da carga viral v de modo que

Assim, como j4 vimos antes, [p(v) < 1se v < v* e Rg(v) > 1sev > v". Isto
nos indica que uma maneira de controlar Ry(v) é aumentando v*. Desta forma, v
fornece um indicador da suscetibilidade do grupo estudado, que serd tanto menor
quanto maior for v*. [ interessante notar que v* aumentard com o aumento de
Vmin © diminuird se vy,;, diminuir. Assim sendo, devido a4 dependencia de vérios
parametros para sc obter v* e do fato que vy, € um pardmetro caracteristico de
cada grupo estudado, definiremos vy;, como o pardmetro que indica a suscetibil-
idade do grupo.

O uso de Ry(v) como um indicador de politica da controle de uma doenga,
como discutido acima, pressupée o conhecimento da carga viral de cada individuo
do grupo estudado e, a partir dai, compara-la com o valor v*.

Com a hipdtese, feita no inicio deste trabalho, que a carga viral distribui-se
segundo um mimero fuzzy cuja funcao de pertinéncia é dada por p(v), podemos
indicar uma politica global a todos os individuos ao mesmo tempo que é simples-
mente a seguinte: a doenca se instalard no grupo estudado se v* < 7 + § e nao
se instalard se v* > o + §. Qutra possibilidade é adotar um iinico valor de repro-
dutibilidade para a populacao como um todo. Este é o assunto que trataremos
até o [im desta secgao.

Este novo Valor de Reprodutibilidade Basal serd definido usando algumas téc-
nicas da teoria [uzzy. Mais precisamente, usaremos o conceito de valor esperado
fuzzy(FEV), como visto na secgao preliminar. Este novo pardmetro é simples-
mente uma espécie de média de Ry(v), levando-se em conta a distribuigao da
carga viral v, de acordo com a funcio de pertinéncia p(v). Como [*2 p(v)dv pode
nao ser 1, nao faz sentido usar a esperanca cldssica para obter o valor médio de
Ro(v). Desta forma, definiremos o novo pardmetro como valor de reprodutibilidade
basal fuzzy:

1
R} = ?OFEV[yoRg]. (5.1)



Note que Ry(v) pode ser maior que 1 e dessa forma nao é um conjunto fuzzy.
No entanto, é f4cil ver que o valor maximo de Ry(v) é ,Yl . Assim, 7,Re(v) < 1, 0
que caracteriza v, [o(v) como um conjunto fuzzy e neste caso FEV[y,Ro(v)] estd
bem definido.

Como visto na se¢ao preliminar,
FEV[1Ro(v)] = sup infle, H(a)
0<a<l1

onde H(a) = p{v: voRo(v) = a} = pu(X) e p é uma medida fuzzy.

Aqui vamos usar a medida de possibilidade, que claramente ¢ uma medida
fuzzy:
H(A) = sup p(v).
veEA

Esta pode ser considerada uma medida bastante razodvel para ser adotada por
um especialista( no caso wn médico) que ndo queira correr riscos nas suas avali-
acoes e possiveis tratamentos, pois trata-se de uma medida bastante conservadora
no sentido que o grau de infecgao de um grupo de individuos é aquele apresentado
pelo individuo com maior grau de infecgao.

Voltanto ao cdlculo de FEV[v,Ro(v)], lembremos que %(51 é nao decrescente
com v, entao o conjunto X acima é um intervalo da forma [V, U] onde v' é a
solucao da equacao

Blv) _
)~
Portanto,
H(e) = plt,vmaz] =  sup  p(v). (5.2)
v'<v<vméz

Observemos inicialmente que /1(0) = 1 e H(1) = p(vmaz). Por outro lado, se
a > 0 e pelo fato de g% ser crescente, temos que

Bla) . B() _ BO) . Bl) . BO) (5.3)

Y@) = @) = @) Py == T050)

Desta forma



0<a<ﬁﬁ¢$vmin§v’§vﬁ4 € neste caso,

' [O-'(UM = Umin) F ’)’Dvmin]vmdz
YoUmaz — (Yo — 1)(vM — Vmin)

7(1,“_) <a<le vy <V <vni e neste caso temos

o = e 070 9y,
Yo— 1 @

A fim de exemplificar a avaliacio do FEV|[y,Ro|, vamos supor que a carga
viral V de um grupo de individuos seja uma varidvel lingiiistica que assume as
classificacoes: fraca(V.), forte(V*) ou média(V?F). Cada uma destas classificagoes
sao os conjuntos fuzzy definidos abaixo com fungado de pertinéncia é p(v).

Caso a) Carga viral fraca(V_). Caracterizada por ¥ + § < Upy,. Portanto
T+ 6 < v edai,
H(e) = sup p(v) =0, Yo € [0,1].

v/ <v<vmdézx

Logo
FEV]yyRoe] = 0 < 7, que equivale a R} < 1,

o que nos leva a concluir que a doenga nao se instalara.

Caso b) Carga viral forte(V*). Caracterizada por 7—6 > vy € T+ 6 < Upag-
Portanto, com o auxilio de (5.3), temos:

Se 0<a< %%5, entdo v’ < T e assim H(a) = 1.

Se 2. <a<

25 < s@t entdo 7 < v <7+ eassim H(a) = p(v).

Se ﬂ—g}_5<a§1,entaoﬁ+6<1f§vma_,eassim H(a)=0.
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1 se 0< < 22

(@)
Desta forma temos, H(a)=1{ p(V) se 5 Sa< prores)
0 se o <a<1

Y(@+é) —

A figura abaixo representa o gréfico da funcao H () para o caso da carga viral
forte.

FEV(YR)E---+----

TO FEV(‘)’ORU) % v
Y. Y(¥+3)

A funcio H & sempre decrescente, e & ficil ver que se 6 > 0, H ¢ continua.
Desta forma, I' EV [y Ro| coincide com o ponto fixo de H, donde podemos concluir

que
Yo Yo
== FEViellal & =
(@) hoffol < 25775
Portanto, como —& > -,, seguc que / > 1, o que indica que a doenca se
7@ ~ Tor 58 E

instalard no grupo estudado.

Neste caso é possivel obter precisamente o valor ['EV[v,f]. Para isto, basta
acharmos o ponto fixo de H que é dado pela solucao da equagao

T—1

p(v) =a <+

com vy < T <V < Umge-

Assim, usando a expressao de v para este caso, o I[' EV[y,Ro] é a tinica solugao
da equacio do segundo grau, com concavidade para cima e termo independente
negativo:

(1- 70)6e® + [(vo — 1)@ + 6) + Umaz)t — Yo¥maz = 0.
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Caso c) Carga viral média(V'). Neste caso temos T — 6 > vy € T+ 68 < vyy.
Portanto, com o auxilio de (5.3), temos:

Se 0<a<n, entao ' < T e assim H(a) = 1.

8@
7(v)?
Se 'yﬂgg—l) <a< ’y'(,%g%g%, entdo ¥ < v <74 § eassim H(a) = p(v').

Se 'yng(i%%<a<1 entao T4 6 < v < vy, € assim H(a) = 0.

1 se 0 <a< 70%
Desta forma temos, H(a) =< p(v') se 'r U) ’Yo%(%
BT+
0 se Yot < @ <1

Assim, de maneira andloga ao caso b), temos

p) _ FEV[yRd _ B +9)
N R— =@+
ou
B(v) < 5 B(U +8)
(@) ~ 1(@+6)
Desta forma, se T > v*, entao Ré g% > 1 e a doenca se instalard na
populacao. Por outro lado, se 7+ § < v* entdo R{",‘ —(—-)- < 1 e neste caso a

— r}t(”
doenca se extinguird. E interessante notar que a desigualdade 7+ § < v* indica,
como boa politica de controle da doenca, os seguintes procedimentos:

1. diminui¢ao (aumentando vp;s, conseqilentemente aumentando v*) da suscetibil-
idade do grupo, o que pode ser feito através de melhorias na qualidade de vida do
grupo estudado.

2. diminuigao da carga viral média, por meio do uso de farmaco, por exemplo,

e isolamento(diminuindo §) dos infectados.
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Neste caso também é possivel obter precisamente o valor F'EV [y, Ry). Para
isto, basta acharmos o ponto fixo de H que é dado pela solugao da equagao

!

d +1l=«a

6

p(v)) = a & -

com  Vmiy S v S Unt-
Assim, o FEV[yyRo] é a tnica solucao da equacao do segundo grau, com
concavidade para baixo e termo independente positivo:

obUmiz

(Yo — 16 = [(7o — 1)(T + 6) + Vmaz — - & + YoUmaz3(T + 6) = 0.

M — Umin

A seguir vamos fazer uma pequena comparagao entre os dois valores de repro-
dutibilidade basal: Rg e R}.

6. Comparacao entre i e Rbf

Nosso principal comentdrio aqui trata dos trés casos estudados na secgao anterior:
carga viral [raca, média e forte.
Em qualquer um destes casos, temos

B(v) B(@ + 6)

" 5) < FEV([yRo| < MG+ 5)
ou 8@ _ ., _ BE+9)
@) = 0= 5@+ )

Como a funcgio Ry(v) = 2 ¢ crescente e continua, pelo teorema do valor

7(v)
intermedidrio, existe um tnico ¥ € [T, 7 + 6] de modo que
s _ B@) _
0 = — = = Ro(7).
~(9) ®

Desta forma, os casos estudados na secc@o anterior, de carga viral fraca, forte
e média, poderao ser estudadas via Ry(7) :
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. Para o caso em que a carga viral ¢ fraca, tem-se ¥ < T+ < vy, - Portanto
Ry(1) = 0 e a doenga nao se instalard.

. Para a carga viral ¢ forte, tem-se ¥ > T > T— § > vypy. Portanto Ro(?) = 7115
> 1 informando que a doenga se instalard.

. Para a carga viral ¢ média temos:

. Sev* > i entao Ry(¥) = % < %5‘% = 1, indicando que a doenca se
extiguira.

. Sewv” < Uentao Ry(v) = 3(: > %(%-4} = 1, indicando a instalacao da

doenca, embora nao haja epidemia na populacao ji que nestes modelos do tipo
SIS a doenca tende a se estabilisar como vimos antes.

Notemos que a comparagao de v*, feita acima, é com uma carga viral ¥ que,
possivelmente, pode ser inferior a T + §, indicando assim uma otimizagao em
relacao a politica de controle da doenca proposta na seccao 5, onde a comparagao
de v*era feita com a carga viral maxima do grupo estrudado 7 + 4.

Para finalizar, ¢ bom ressaltar que a obtencao do valor Ry(¥) acima, utilizado
para predizer se uma doenca se instala ou nao numa populagido, sé foi possivel
a partir do ['IZV|[y,1%0], indicando dessa forma que FEV[y,Ro] é indispensével
para se obter [7y(7).
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