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Seus direitos e deveres s3o:

= Vocé é livre para copiar e redistribuir este material, em qualquer meio ou formato,
para adapta-lo, transforma-lo ou utiliza-lo para construir seu préprio material.

= Vocé deve dar os créditos apropriados, fornecendo link para a licenca e indicando se
alteracSes foram feitas. Vocé pode fazer isto de qualquer forma razoavel, porém sem
tentar passar a ideia ou sugerir que o autor endosse suas alteracdes ou seu uso do
material.

= Vocé n3o pode utilizar este material para fins comerciais.

» Se vocé alterar, transformar ou construir seu préprio material com base neste
trabalho, vocé devera distribui-lo sob a mesma licenca usada no original.
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Cartas na mesa

Equacao diferencial

Equacao envolvendo derivadas de uma funcao incognita.

Exemplos:

o y/(t) = 2t, y(t)y=t*+c

o U =u, u(t) = cet

o v/ +v=0, v(t) = acos(t) + Bsin(t)

o y'y+(y)? =142t y(t)=In|ci + ot + t2/2 + £3/3]
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Equacdes diferenciais sdo equa¢des cuja incégnita é uma funcdo e cuja equacdo envolve
derivadas dessa func3o.

Como fun¢des que diferem apenas por constantes tém a mesma derivada, sem informacdo
adicional n3o é possivel determinar unicamente a solu¢do de uma equagdo diferencial.
Ou seja, se apenas a equacdo diferencial é prescrita, a solu¢do obrigatoriamente envolve
constantes inderterminadas.

Equacdes diferenciais classificam-se pela ordem da derivada mais alta que aparece na
equagdo, podem ser linear ou n3o, e pelo tipo de derivadas envolvidas (ordinérias ou parciais).

A quantidade de constantes arbitrarias na solucio geral da equac¢do diferencial é igual a ordem
da equacao.
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Problema de Valor Inicial padrao

y'(e) =f(t,y(t)), t>t

Por exemplo

WWw.ime.unicamp.br/~biloti/an/pvi.pdf Métodos para PVI

Um problema de valor inicial é composto com por uma equacdo diferencial e condi¢cdes
adicionais prescritas em um Unico ponto.

Estamos interessados em estudar métodos numéricos para problemas de valor inicial para
equacdes diferenciais ordinarias.

O problema padrdo para o qual desenvolveremos métodos numéricos é da forma
y'(t) = f(t,y(t)), ou seja, uma equacdo diferencial ordiniria de primeira ordem, lin-
ear ou n3o, com condi¢do inicial y(tg) = yo.

Apesar de parecer restritivo tratar problemas deste tipo apenas, veremos que equacdes
ordinarias de ordem superior também serdo contempladas, visto que poderdo ser convertidas
em um problema equivalente, na forma desse problema padriao. Todos os exemplos vistos
até agora se encaixa nesse problema padrido ou podem ser convertidos para problemas
equivalentes que se encaixem.

A restricdo que de fato se impde é que a derivada de ordem mais alta deve poder ser expressa
explicitamente com fun¢3o das derivadas de ordem inferior e da variavel independente.
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Existéncia e unicidade

y'(t) = f(t, (1)), t>to,  y(to) =y (%)

Teorema

Seja R = [a, b] X [c, d]. Suponha que em

Ve

» f é continuaem R

» f é Lipschitz continua em y em R, i.é

1F(t,y1) — F(t,y2)| < Lly1 — y2|, para algum L >0

> (to,y0) € R

Ent3o () tem solugdo tnica para tyg < t <ty + 9.
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O Teorema de Existéncia e Unicidade da solugdo do problema (%), garante em quais condi¢des
o problema estd bem posto. Fora dessas condi¢cGes, ndo ha garantias sobre a unicidade ou
mesmo existéncia de solugdo e portanto seria temerario aplicar um método numérico.
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Exemplo

Considere R = [0, 3] x [0, 4]
I 2y

> y/ — e—2t_2y

» y' =2t +In(y) (n3o satisfaz o T.E.U.)
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Enquanto que os dois primeiros exemplos satisfazem as condi¢des do T.E.U, o terceiro nao,
visto que a funcdo In(y) n3o esté definida para y = 0 € [0, 4]
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Soluc3o numérica

Dado uma malha tp < t1 < tp < --- < tp, construiremos

Yn= Y(tn)

h, = th+1 — t, € o tamanho do passo
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Como a solucdo de um PVI é uma funcdo, poderiamos pensar que um método numérico
produzird uma fun¢do que se aproxime da solucdo. De fato, hd métodos que fazem
exatamente isto. Mas aqui vamos estudar métodos que ao invés de aproximar a funcdo
solugcdo, aproximam apenas amostras da funcdo soluc3o.

Considere entdo uma sequéncia de pontos onde tencionamos aproximar o valor de y, solucido
do PVI. Essa malha de pontos n3o precisa ser regularmente espacada.

Queremos entdo encontrar y, que aproxima y(t,), para n=0,1,..., N.
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Problema padrao

y'(t) = f(t,y(t)), t >ty
y(to) = yo
y(t) = (ya(t), y2(t), -, ym(t)) T

f(tay) = (fl(ta.y)v f2(t7y)7 R fm(tv)/))_r
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Repare que o problema padrdo é uma equacio diferencial vetorial de primeira ordem, com
condic3o inicial. Neste sentido, a funcdo y que procuramos é y : R — R e a funcdo f que
define a equacdo diferencial é f : R x R™ — R,
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Exemplo de PVI vetorial

com
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Octave

>> # Define a funcdo da equacgdo diferencial e
>> # a condigdo inicial

>> f = @(y,t) [t*xy(2)-3*xy(1); -(1-t) 2xy(2)];
>> yo = [2; 1];

>>

>> # Malha em t, onde aproximaremos a solugdo
>> t = linspace(1l, 3, 101)°;

>>
>> y
>>
>> plot(t, y(:,1), t, y(:,2))
>> legend("y_l", ny_2n)

lsode(f, yO, t);
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Resolver um PVI, que esteja no formato padrdo, no Octave (ou MATLAB) é bem simples.

No Octave, o comando é 1lsode. Repare que na sintaxe do comando lsode, a fun¢do f
tem como argumentos y e t (nesta ordem), ao contrdrio de nossa definicido nestas notas
No MATLAB serd tudo muito similar com a diferenca de que, ao invés de 1sode, ha outros
métodos disponiveis. O mais usual é ode45 (também disponivel no Octave). Logo, a tnica
linha diferente, se o MATLAB fosse usado no lugar do Octave, seria

>> y = oded45(f, t, yO);

Repare que a ordem dos argumentos também mudou.
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Dinamica populacional

Se S(t),I(t), R(t), representam, respectivamente, os sucetiveis a
uma infecdo, os infectados e os recuperados, entdo, a dindmica da
infecao pode ser modelada por

S'(t) = —aS(t)I(t) + yR(t)
I'(t) = «aS(t)I(t) — BI(t)
R'(t) = BI(t) —yR(t)
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A populacio de sucetiveis a infeccdo reduz a medida que uma fracdo dos encontros entre
infectados e sucetiveis acarreta em novos infectados. Isso é modelado pelo termo —aS/.
Perceba que a populagcdo de infectados cresce pela mesma propor¢io (com sinal oposto).
Uma fracdo dos infectados tornam-se recuperados, e isso é modelado por —3/. Se zv > O,
entdo uma fracdo dos recuperados n3o torna-se imune e voltam a ser sucetiveis a infec¢3o.

Por exemplo, o grafico abaixo exibe uma situa¢do em que no inicio aproximadamente 5%
da populagdo esta infectdada. O apice da infeccdo acontece pouco antes de duas semanas.
Como essa infeccdo n3o confere imunidade, a populacido de infectados parece se estabilizar
préximo de 30% da populagdo.
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Modelos como esse que vém sendo usados para simular a evolucdo da pandemia COVID-19
e estimar o momento do pico da infeccdo na populacio.
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Sistema de tracamento de raios

dx; dp; 1 Ov dr 1
- _ — Vs e 39, ./_1727 _:_2
do do V3 0X; do v
( P1 \
x1 p2
X2
1 Ov
yie)=1| m flo,y)=| Vox
P2 %g_é
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Este sistema descreve o percurso de um raio sismico. Um raio sismico é uma abstracao
matematica, assim como um raio de luz. Tanto no caso de um abalo sismico quanto da luz,
0 que se propaga é uma onda, de pressdao ou eletromagnética. Porém, ainda em ambos os
casos, é util interpretar o “caminho” que a onda faz para ir de um ponto a outro como a
trajetéria de uma particula. A esse caminho, damos o nome de raio.

Neste exemplo, o é a variavel independente que parametriza uma posicdo ao longo do raio.
Estamos considerando um meio bidimensional, parametrizado por (xi,x2), onde a onda se
propaga. A fung¢do v : R Xx R — R é uma conhecida e, para cada par (xi,x2) associa o
valor v(x1, x2), que fisicamente representa a velocidade de propagagdo da onda de pressdo,
na coordenada (x1,x2). (p1(o),p2(c)) representa o vetor tangente a trajetéria do raio na
posi¢do (x1(0),x2(c)). Por fim, (o) é o tempo de propaga¢do, desde a posi¢do dada na
condigdo inicial até o ponto (x1(o), x2(0)).
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Equacao de segunda ordem

X"+ p(t)x" + q(t)x = g(t)
x(ty) =«
x'(to) = B

Definindo

n1(t) = x(t)
ya(t) = y1(t) = x(¢)

vs+ p(t)y2 + q(t)yr = g(t)
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Esta equacdo diferencial ndo estd no formato do problema padrdao. Precisamos ent3o definir
um outro problema, no formato padrido, que seja equivalente a este. Para tanto, considere
uma funcido vetorial y(t) de duas componentes, definida por y(t) = (x(t),x'(t))".
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Equacdo de segunda ordem reformulada

N Y2 B
T ( y2 > N ( g(t) — p(t)y2 — q(t)y1 ) = f(t,y)

y(to) = (v1(to): y2(t0)) " = (. B)"
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Com isso, ao computar y’(t) e escrevé-lo em termos de t e y apenas, conseguimos um
problema equivalente, que sim estd no formato padrao.
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Exercicio

Reformule o PVI como um sistema de primeira ordem.

u" + u = 6cos(t)
u(0) =2
v'(0)=3

y(t) = (n(t).y2(1)) " = (u(r), (1), ¥(0) =(2,3)"

yi(t) = (é) - (—y1 45/26 cos t) =f(t.y)
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Meétodo de Euler

2

V{tns1) = y(ta) + hoy/(12) + 2y (7)

Como y/(t) = f(t, y(t))

Y (tn) = f(ta, y(tn)) = f(tn, ¥n)

Yo+l = Yn + haf(tn,yn), n=0,1,...
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O método mais simples é o Método de Euler. Esse método parte do polinémio de Taylor de
ordem 1, para aproximar y(t,41), em torno de t,.

Desprezando o termo do erro, proporcional a y”/, temos que

Y(tnt1) = Ynt1 = Yn + haf(tn, yn) = y(tn) + haf(tn, y(tn)).
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Interpretacao geométrica

Yo+l = Yn+ haf(tn,yn), n=0,1,...
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Geometricamente, o método de Euler consite em aproximar y pela reta tangente e definir
¥n+1 como o valor sobre a reta tangente a um passo de tamanho h, a frente de tp.
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Exemplo

Encontre uma aproximagdo para y(1), pelo método de Euler,
utilizando passo h = 1/10.

y'(t) = —2ty, t >0,
y(0) = 1.
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Por concisdo, vou mostrar a solugdo com h = 1/2. Como h, o tamanho do passo foi escolhido
constante, entdo tg = 0 (ponto onde foi prescrita a condig3o inicial), t; = tp + h =1/2 e
tr = tg + 2h = 1. Observe que

f(t,y) = —2ty.

yo = y(0) = 1, visto que esse valor nem precisa ser aproximado, pois é conhecido.

Usando a iteracdo de Euler,
1
1 =yo+ hf(to,y0) =1+ 5(—21‘0)/0) =1-0-1=1
Na iteragcao seguinte,
1

1 1
yo =y1 + hf(t1,y1) =1+ 5(—21.“1)/1) =1- 5-1: >

Como y» = y(t2) = y(1), temos que y(1) =~ 1/2.
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Expansao de Taylor

h2 hk
y(tns1) = y(ta) + hny'(t) + 27y (tn) +- -+ k—’,’y(k)(tn)+0(hﬁ“)

y/(tn) = f(tna Yn)

V(£ = S/ () = S (6 (8) = it (0) + (6 V(O (8
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Se o método de Euler foi construido usando o polindmio de Taylor de primeira, a ideia
natural para obter um método melhor é usar o polinomio de Taylor de uma ordem superior.

No polinémio de Taylor, trocamos y’(t,) por f(tn,y(tn)). Se precisarmos de derivadas de
ordem superior, basta derivar essa equac3io.

Assim
y"(tn) = fe(tn, y(tn)) + £, (tn, y(tn))f (tn, y(tn))
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Método de Taylor de ordem 2

Yn+1=Yn+ haf(tn, yn)
h2
5 [ft(tna)/n) + fy(fmyn)f(tmy")]
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Este seria 0 método de Taylor de segunda ordem, melhor entdo que o métod de Euler, que
nada mais é que o método de Taylor de primeira ordem.

O ponto negativo do método de Taylor é que é necessario computar diversas derivadas da
funcdo f. No caso desse exemplo, sdo apenas duas, mas esse niimero cresce rapidamente
quando consideramos métodos de ordem superior.
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Derivada terceira

Y"(t) = for + 2 f + f fo + £, 2 + £7f
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Por exemplo, para construir um método de Taylor de ordem 3, j& é preciso comnputar a
terceira derivada de y, o que envolve diversas derivadas de f.

Além de ser um processo trabalhoso, é também muito sucetivel a erros.
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Erro de truncamento local

" M
= (k1)1 K

My = max |y (t)]
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Uma medida da qualidade para métodos como os que estamos vendo é o erro de truncamento
local, definido como
Yn+1 — Yn

dn Ey,(tn) - h

E possivel construir métodos de Taylor bem precisos, visto que basta considerar polinémios
de Taylor de ordens cada vez maiores.
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Runge-Kutta

» T3ao acurados quanto se queira
» Sem avaliacdo de derivadas de f

» Miultiplas avaliacdes de f

WWw.ime.unicamp.br/~biloti/an/pvi.pdf Métodos para PVI

Os métodos do tipo Runge-Kutta visam fornecer opcdes métodos precisos, tanto quantos os
métodos de Taylor, porém mais simples de serem aplicados. Para isso, eles n3o utilizam as
derivadas da fun¢do f, mas sim apenas multiplas avaliacdes dessa func¢3o.
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Runge-Kutta de segunda ordem

F(t y(t))

v

th tht1 t
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Métodos tipo Runge-Kutta podem ser construidos de varias formas. Uma delas, é através de
regras de integracdo numérica.

Como y’ = f(t,y(t)), ao integrar essa equac3o em ambos os lados, entre t, e t,+1 temos
que

y(tn+1)—y(tn)=/n+ y'(1) dt:/n+ f(t,y(t))dt

Assim, aproximar y(tp41) resume-se a aproximar a integral de f(t,y(t)). J4 vimos métodos
para isso, como por exemplo a regra do Trapézio.
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Runge-Kutta de segunda ordem

Método do trapézio

hn
Ynt1 = Yn + ?[f(tnayn) + f(tn—}—l,)/n—|—1)]
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Observe que nesse método, o calculo de y,.1 depende do préprio valor de y,;1. Dizemos
entdo que esse método é implicito.

Como a equagdo para y,41 € implicita, o seu calculo ent3o acaba precisando de um método
numérico auxiliar, iterativo, o que em muitos casos acaba sendo um incoveninente grande.
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Runge-Kutta de segunda ordem

Método do trapézio explicito (ou Método de Heun)

)/7 =Yn+ hnf(tna_)/n)

h N
Yn+1 = Yn+ ?n[f(tna)/n) + f(tn+1,)/)]
No final do intervalo:

y(tns1) — Ynt1| = O(h?) = Ch?
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Uma forma de explicitar o método, ou seja, de construir um método numérico que define
¥n+1 de forma explicita, seria trocar y,y+1 no lado direito da equag¢do por uma aproximagao
para yni1, desde que isso ndo prejudique a ordem do método.

Isso pode ser feito computando-se um valor aproximado para y,;1 pelo método de Euler, por
exemplo. Essa estratégia da origem ao método do trapézio explicito ou método de Heun.
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Runge-Kutta de segunda ordem

Se y' = f(t, y(t)), entdo

Vltna) = y(t) = [ F(ey(e)de

fn—i—l

b = N - -
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Outro método de Runge-Kutta de segunda ordem surge quando a integral de f é aproximada
pela area do retangulo com a altura igual ao valor de f no ponto médio do intervalo.
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Runge-Kutta de segunda ordem

Método do ponto médio

Yn+1 = Yn + hnf (tn+1/27 >

WWw.ime.unicamp.br/~biloti/an/pvi.pdf Métodos para PVI

Novamente temos um método de Runge-Kutta implicito de segunda ordem, comparavel ao
método anterior, obtido pela integracdo pela regra do trapézio.
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Runge-Kutta de segunda ordem

Método do ponto médio explicito

N

hn
Y=Yn+ Ef(tna)/n)

Yn+l = Yn + hnf(tn+1/27 )7)
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A versdo explicita do método do ponto médio utiliza o mesmo artificio de computar uma
aproximacao proviséria pelo método de Euler.
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Runge-Kutta de quarta ordem

Yl = Yn
hn
Yo = Yn + Ef(tna Yl)

hn
Y3=yn+ Ef(tn—l—l/Qa Y2)
Ya = yn+ hnf(thi1/2, Y3)

hn
Yn+1 = yn"‘g {f(tna Y1)+2f(tn+1/27 Y2)+2f(tn—|—1/27 Y3)+f(tm Y4)}
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E possivel construir métodos de Runge-Kutta de qualquer ordem. Nesse exemplo, estd um
método de Runge-Kutta de quarta ordem muito popular. Esse ndo é o Gnico RK de quarta
ordem. De fato, os mais famosos sdo os métodos Ryunge-Kutta-Fehlberg e o método de
Dormand-Prince, implementado no Matlab.
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Exemplo

No formato padrao,

Quanto é y(3)7?
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Exemplo: método de Euler

Usando h = 0.5, temos

t0:2, y0:2

2
t1:t0+h:2.5, y1:y0—|—hf(t0,y0):2—|—05<1—5):2

2
th=1t +h=3, yz=y1+hf(t1,y1)=2+o.5<1——) =21
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Exemplo: método do ponto médio explicito

f(t,y)=1—t/y, h=05

to = 2, y0=2

h . h
hyp=to+5 = 225 f1p=y+ Ef(to,J/o) =2+0.25(1-2/2)=2
th = th + h = 25, Y1 =Y + hf(t1/27y1/2) = 2.05556

h . h
t3/2 = t1—|—§ :275, y3/2 :y1+§f(t1,y1):210000
th=1t1+h=3, y2 = y1 + hf(tz)2, §3/2) = 2.17374
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Exemplo: comparacao

y'=1-y/t, y(t) =t/2+2/t, y(3) =2 =2.16
Euler

y(3) =y = 2.1, E,ef = 3.0769 - 102

Ponto médio
y(3) ~ y» =2.17374, E, = 3.2646 - 103

RK4
y(3) ~ y» = 2.16897, E,q = 1.0621-1073
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Métodos de Runge-Kutta

» T3o precisos quanto se queira
» Implicitos ou explicitos
» Construidos a partir de regras de integracao

» Fazem varias avaliacdes de funcao
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