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Resumo. No Brasil, a geraçãodeenergia elétrica é predominantementedeorigemhidraúlica.
Devido aosmúltiplos usosdosrecursosh́ıdricoscomomanutenc¸ão dascondiç̃oesdenavega-
bilidadedosrios, controle decheias,geração deenergia elétrica, dentre outros,é necesśario
o usodeumplanejamentoda operação dasusinashidrelétricas,contemplandoum horizonte
devários anosà frente. Para tanto,é constrúıdaumaCadeiadeplanejamento,emqueumdos
problemas,queseŕa estudadonestetrabalho,est́a relacionadoao volumedeenergia a serge-
radapelasusinashidrelétricas.Esteproblemaéassociadoa ummodelomateḿaticoemétodos
deresoluç̃aopara o mesmosãopropostosemumprimeiromomento.Emumsegundomomento,
caracteŕısticasdassoluç̃oesdo problemasão utilizadasobjetivandoencontrar métodosmais
eficientese robustos.
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1. INTRODUÇÃO

Naatualsociedade,aenergiaelétricatemumamploe importantepapel.Desdeautilização
parafins domésticos,at́e naindústria,nãoé posśıvel concebera faltadesteimportanteinsumo
emqualqueratividade.

No Brasil, a geraç̃ao de energia elétricaé predominantementede origemhidráulica. De
acordocomo Balanço EnergéticoNacional,em2002,80% daenergiaelétricaprovinhadeusi-
nashidreĺetricas.Isto demonstraa import̂anciado gerenciamentodosreservatóriosdasusinas
deformaa seotimizara produç̃aodeenergia, considerandorestriç̃oesrelativasaovolumedos
reservatórioseaquantidadedeáguaquepodeserdefluidadosmesmos.

Comotal planejamentóe tarefa complexa,a geraç̃aoe a transmiss̃aosãoconsideradaspor
meiodeumaCadeiadePlanejamento.A CadeiadePlanejamentodivide o problemaemdois
horizontesdetempo:� O problemadaoperac¸ãodelongoprazo(POLP)consideraaspectoshidráulicos(geraç̃ao)

e umhorizonteanual(Carvalhoetal., 1988;Cicogna,1999;OliveiraandSoares,1995).� O problemadaprogramac¸ãodecurtoprazo(PPCP)consideraaspectoselétricos(trans-
miss̃ao)e horizontedeumasemana(Francoet al., 1994;Oliveiraet al., 2004;Quintana
etal., 2000;SoaresandSalmazo,1997).

Pararesolver o POLP, os modelosmateḿaticospropostospor Carvalho et al. (1988);Ci-
cogna(1999);OliveiraandSoares(1995)sãoutilizados.Emesŝenciaestesmodelosdescrevem
asusinase seusfluxos de águaparaváriospeŕıodosde planejamentopor meio de fluxos em
redenão-linearcomarcoscapacitados.

Nestetrabalho,o estudodascaracteŕısticasdassoluç̃oes fornecidasparasistemascom
umausinae dois peŕıodosde temposão estudadas,estabelecendoconceitosparaa buscada
soluç̃aonoscasosemqueo problemapossuium maiornúmerodevariáveis(usinase peŕıodos
detempo).

Na seç̃ao2. é apresentadoo modelomateḿaticodo POLP. Na seç̃ao3., sãoestudadasas
caracteŕısticasdoproblemaquepodemmodificaranaturezadafunçãoobjetivo. As conclus̃oes
etrabalhosfuturosparaaconstruc¸ãodemétodosdesoluç̃aoadequadosaresoluç̃aodoproblema
sãofornecidasnaseç̃ao4..

2. MODELO MATEM ÁTICO

Pararesolver o problemada operac¸ão de longoprazo(POLP),umamodelagemdefluxos
emredescomrestriç̃oeslinearese funçãoobjetivo não-linearfoi utilizada,comoem(Carvalho
andSoares,1987;Cicogna,1999;OliveiraandSoares,1995).

Paratanto,primeiramente,oselementosconstituintesdeumausinahidréletricasãoidenti-
ficadosnaFigura1.

Oselementosdeumausinahidreĺetrica
�

paraum intervalo de tempo � sãoassociados̀as
variáveisqueser̃aoutilizadasnomodelomateḿatico,comodescritonaFig. 2.
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Figura 1: Elementosdeumusinahidréletrica.

Figura 2: Grandezasdeumausinahidréletrica.

Onde:
�

é o ı́ndiceassociadodasusinas,� é o ı́ndiceassociadoaointervalo detempo,���	� 

é a deflûencia, �:�	� 
 é a turbinagem,�;�	� 
 é o vertimento,���	� 
 é o volumedo reservatório, ) é o
polinômio de cotade montante,1 é o polinômio de cotade jusante,365 �	� 
 é a perdade carga
hidráulica, 7"� é a produtibilidadeespećıfica,

'�< �	� 
 é a alturadequedabruta(
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=�>)�*?��������	� 
 .@01 *?�6��� 
 . ), '�( é aalturadequedalı́quida(
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A� '�< �	� 
 0B365 �	� 
 )
O relacionamentodeumausinacomasdemaisusinaspresentesemum mesmoaproveita-

mentohidráulico podeserexpressopormeiodografodaFig. 3.
O grafoexpressaaequac¸ãodebalanço energéticoEq. (2) paracadausina

�
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Onde: S é o conjuntode usinasà montante,

H �	� 
 é vaz̃ao afluentee R � 
 é o tamanhodo� -ésimointervalodetempo.
Parailustrara modelagemdo problema,utilizandoo conceitodegrafos,é constrúıdo um

grafo que representaT usinasde um mesmoaproveitamentohidráulico, para U peŕıodosde
tempo,utilizandoosprocedimentosdescritosnaFig. 4.



Figura 3: Grafoassociadoaumausinahidréletrica.

Figura 4: GrafoparaV usinase W peŕıodos.

Al émdisso,oslimitesdecapacidadedadospelaEq. (3) devemserrespeitados:X�Y[Z]\Z�^ _ ` X Z	^ _ ` X�Y+a9bZ	^ _c�Y[Z]\Z	^ _ ` c Z	^ _ ` c6Y�a9bZ�^ _ed (3)

Onde: f X Z	^ _hg X Z	^ _,i e f c Z	^ _jg c Z	^ _Fi sãoos limites mı́nimose máximosdearmazenamentoe de-
fluênciadausinak nopeŕıodo l , respectivamente.

A funçãoobjetivo do problemavisaminimizara complementac¸ãotermeĺetricaqueé dada
pelaEq. (4):
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Onde:

s 
 é ademandadeenergianopeŕıodo � e r é acurvaquadŕaticaassociadaaocusto
totaldeproduç̃aodoparquetermeĺetrico.

Assim, é obtidoum problemadefluxosem redesnão-linearcom arcoscapacitados,cuja
formulaç̃aomatricialsimplificadaédadapelaEq. (5):x ��y z *{� .| 8~}�86����{������+� {� � �C8 (5)

Onde: {����� � �2� e ����� {� � | � .
Paraa rededaFigura4, asmatrizes
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|

ser̃aodadaspor:
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Onde: � ématrizidentidadeT � T e � ématrizdeincidêncianó-arcopara���	� 
 .
3. CARACTERÍSTICAS DO PROBLEMA

Paradesenvolvermétodosdeotimizaç̃aoeficientesparaasoluç̃aodoproblemapropostona
Eq. 5, é necesśarioestudarsuascaracteŕısticas.

A soluç̃aodo problemasofreinfluênciasdeacordocoma formulaç̃ao,e esta,por suavez,
dependedafunçãoobjetivo utilizada,bemcomodascondiç̃oesdecontorno.

O cálculodafunçãoobjetivo dependedasseguintesconsiderac¸ões:

1. TurbinagemMáxima:ConstanteouVariável.

2. Volume:Médioou Instant̂aneo.

3. IntervalodeTempo:ConstanteouVariável.

4. Hidrologia:MédiadeLongoTermo(MLT) ouHistórico.

O primeiropar̂ametroa seranalisadóa turbinagemmáxima. A turbinagemmáximapode
serconsideradaconstanteou variável emfunçãodaalturadequedalı́quida

'�(
, comodescrito

naFig. 5.
A explicaç̃aoparao comportamentoilustradona Fig. 5 é quea operac¸ão paraalturasde

quedalı́quidamenoresque
' �+� � fazcomqueaproduç̃aodeenergiasejalimitadapelaturbina.

Poŕemquando
' �+� � é ultrapassado,amáximaproduç̃aodeenergia podeserconsiderada:� Constante:Esteéo casodaturbinagemmáximaconstante.



Figura 5: Comparac¸ãoentreturbinagemmáximaconstanteevariável.� Variável: Esteé o casoda turbinagemmáximavariável. Nestecaso,é consideradoque
existe um limite de carga que o geradorpodereceberem seueixo. Para controlara
cargaaplicadano eixo do geradoŕe realizadoo fechamentodosditribuidoresdaturbina,
reduzindoo turbinamentomáximo. Nestecaso,a turbinagemmáximaé umafunçãoda
alturadequedalı́quidae estaé funçãodadeflûenciadausinaque,por suavez,é função
daturbinagemdasusinas.Paracalculara turbinagemmáximadeumausinaéutilizadoo
procedimentodescritoem(Cicogna,1999).

O volumedasusinashidreĺetricas,no cálculo da função objetivo, podeser considerado
como:� Volumeinstant̂aneo:���	� 
� Volumemédio: �6�	� 
I�����&� �F#%���&� �� �!�

Uma outra informaç̃ao importanteé relativa ao valor de R � 
 . Comoo horizontede pla-
nejamentóe mensal,estevalor est́a associadoao númerode diasdo mês. Assim, podeser
consideradoqueo intervalodetempoé:� Constante:Ouseja,todososmesespossuemo mesmonúmerodediase,portanto,R � 
 é

sempreigualparaqualquer� considerado.� Variável: Cadamês possuium númerode dias diferente,estandoassociadoa ele um
número R � 
 diferenteparacada� .

A hidrologiaforneceos valoresde afluências

H ��� 
 dasusinasparacadapeŕıodo de tempo� . Osvalores

H �	� 
 consideradospodemserrelativosa médiadosdadoshistóricos,denominado
médiade longotermo(MLT), ou relativo à algumpeŕıodohistórico,denominadohistórico. O
peŕıodohistóricodispońıvel é demaiode1931at́eabril de1998,totalizando804meses.

As condiç̃oesdecontornosãorelativasaosvolumesiniciais e finaisdasusinas.Estevolu-
mespodemserconsideradoscomo:� Fixos:Devematenderumvalordeterminadodovolumeútil. Nestetrabalho,seŕasempre

o volumeútil máximo.� Livres:Qualquervalorentre0%e100%dovolumeútil.



Tabela1: Combinac¸õesdascondiç̃oesdecontornodosvolumesdasusinas.

Inicial Fixo Inicial Livre
FinalFixo Caso1 Caso3
FinalLivre Caso2 Caso4

Comestasinformaç̃oesé posśıvel construira Tabela1. CadacasorepresentadonaTabela
1 possuio seguintesignificado:� Caso1: Quandoosvaloresiniciaisdosvolumesdosreservatóriosdasusinashidreĺetricas,

representandoo estadoatualdasmesmas,sãodados,bemcomoumametadevolumefinal
a sercumpridapelosreservatórios.� Caso2: Quandoosvaloresiniciaisdosvolumesdosreservatóriosdasusinashidreĺetricas
são dados,massemseter um compromissocom umametade volumefinal dosreser-
vatórios.� Caso3: Sup̃oe que os valoresiniciais dos volumesdos reservatórios das usinashi-
dreĺetricasnão são conhecidos,masestabeleceuma metade volume final paraos re-
servatórios.� Caso4: Nãosup̃oenenhumestadoinicial, nemumametafinal paraosreservatórios.

Paranossosestudos,o maior interessée relativo aoscasos1 ou 2, ondesesup̃oe queos
volumesiniciaisdosreservatóriossãoconhecidos.

Tendoem vista a simplificaç̃ao daspossibilidadesdostestes,o conjuntode vaz̃oespara
o peŕıodo histórico dispońıvel não seŕa considerado.Casocontŕario, serianecesśario, parao
problemade dois peŕıodos,testar � � U intervalosde tempo. A combinac¸ão dascaracteŕısticas
apresentadas,anteriormente,forneceum total de ��� possibilidadesdeformulaç̃oesparao pro-
blema.Paraentendercomoseŕaanaturezadafunçãoobjetivo deacordocomcadaformulaç̃ao,
seŕaconsideradoumproblemadeumausinaedoispeŕıodosdetempo.

3.1 Uma usinaedoisperı́odos

O grafodeumausinaedoispeŕıodospodeserdescritopelaFig. 6

Figura 6: Grafodeumausinaedoispeŕıodos.

Antesdeprosseguir, é de extremaimport̂anciaobservar queou � é variável e � depende
de � ou vice-versa. Para tanto, é necesśario escrever as equac¸õesde conservaç̃ao de fluxo.



Escolhendoescrever � comofunçãode � e,paramelhormostraraspropriedadesdasequac¸ões
defluxo, semperdadegeneralidade,R � 
A� � :� � � � �D� � � �+��* H � � � 0 � � � � . ���I*$� � � � .� � � � �D� � � � ��* H � � � 0 � � � � . ���I*$� � � �¡  � � � � . (7)

onde: � � � � , H � � � e

H � � � sãodadosdoproblema.
Portanto,a funçãoobjetivo dadapelaEq. (4), paraestecaso,́e umafunçãoapenasde � � � �

e � � � � .
Entreasdezesseispossibilidadesdeformulaç̃aodo problema,foi escolhidaaquelacomas

seguintesconsiderac¸ões:� TurbinagemMáxima:Constante.� Volume:Instant̂aneo.� IntervalodeTempo:Constante.� Hidrologia:MLT demaioat́e junho.� Volumeinicial fixo e final livre (Caso2).

Aplicandoestasconsiderac¸õesa seisusinasdo sistemahidreĺetricobrasileiro,descritasna
Tabela2, foi verificadaa existênciademaisdeum pontodemı́nimo, paraa funçãodadapela
Eq. (4), paraduasusinas.

Tabela2: Mı́nimos,comosvaloresde ¢ em £w¤�¥�¦ , paracadausina.

Usina Mı́nimo1 Mı́nimo2� � � � � � � � § � � � � � � � � §
Furnas �¨��T©T 8«ª"¬ �¨�"U � 8«ª U � 8 �©� ª©ª�¬ � 8 � ª ��� ¬ª®8 �©� ª � � 8 ��¯Marimbondo � ¬ � ¬%8 ¯ ª ª©°"° T 8 U ° ª � ª �¯�U 8 � U - - -

A. Vermelhas ª U"�©� 8 � � ª �®��T 8~¬©¬ ° � � � ¬®8 T ª - - -
Emborcac¸ão � � ª©°®8 �©� � � T� 8 �©� ª©ª©ª±8 T©T � � ¯ °®8 T ° � � T� 8 �©� ° � ¯ 8 �¨UIlha Solteira T�"U%� 8 � � ° � ¬ � 8 T ª ª � ¬ � � � � 8«¬ � - - -

Itumbiara U%� ° � 8 ¯ ¬ U ª"ª � 8~¬©¬ �¨U ¬ � ° � 8 T � - - -

Osmı́nimosdescritosnaTabela2 foramobtidoscomo aux́ılio demétodosdeotimizaç̃aode
Estrat́egiasEvolutivas,capazesdeencontrarmı́nimoslocais(Schwefel,1981).Foramutilizadas
Estrat́egiasEvolutivasmultimembros*?²  �³ . e com apenasum membro * �  �³ . e * � � ³ . com
inicializaç̃ao aleat́oria ou fio de águae critério de paradatal que os dez últimos indivı́duos
sejamiguais.

É importantedestacarqueanalisandotodosos quinzecasosrestantesde formulaç̃ao do
problema,nãofoi encontradafunção,paraasseisusinasconsideradas,commaisdeummı́nimo.

Paramelhorcompreenderosdoispontosdemı́nimosdausinadeFurnas,considerandoa
função

z *$� � � �¡  � � � � . , é constrúıdoo gráficodaFig. 7.
Ao pontodemı́nimo globalcorrespondèa

z *?� � � �¡  � � � � . � � 8 � e aopontodemı́nimo local
correspondèa

z *$� � � ��  � � � � . �´ª � � 8 ��¯ .Osresultadosdosproblemascommaisdeummı́nimofornecemasseguintesinterpretac¸ões
fı́sicasacercadascaracteŕısticasdassoluç̃oes:



Figura 7: Gráficodef emrelaç̃aoà ¢ � � � e ¢ � � � .� Considerac¸õesgerais:O valordemáximaturbinagemparaFurnaśe � �+� � � �¨� ¬ª e para
Emborcac¸ãoé � ��� � � � � T©� .� Soluç̃aoGlobal:ParaFurnasocorrevertimentonosegundopeŕıodo,masaenergiagerada
é menorou iguala demanda.ParaEmborcac¸ãoa turbinagemmáximanãoé ultrapassada
e a geraç̃ao hidreĺetricanão ultrapassaa demanda.Ou seja,a soluç̃ao Global tem por
caracteŕısticaquea energia hidreĺetricageradáe menorou iguala demanda,podendoou
nãoocorrervertimento.� Soluç̃aoLocal: ParaFurnasocorrevertimentonosdoispeŕıodoseageraç̃aoémaiorquea
demanda.ParaEmborcac¸ãoocorrevertimentonoprimeiropeŕıodoeageraç̃aodeenergia
excedeademandanoprimeiropeŕıodo.Ouseja,paraoscasosanalisados,asoluç̃aoLocal
é tal queageraç̃aosuperaademandaasersatisfeita,sempreocorrendovertimento.

Uma caracteŕıstica presentenasduassoluç̃oesé o vertimento,indicandoque,quandoa
capacidadeda usinahidreĺetricaé maisquesuficienteparaatendera demanda,podeocorrer
maisdeum mı́nimo. O mı́nimo local, nestecaso,é umasoluç̃aosemsentidofı́sicopor exigir
queaproduç̃aoexcedaademandadeenergia.

Al ém dosvaloresda função objetivo e da interpretac¸ão fı́sicadassoluç̃oes,é importante
verificarseassoluç̃oespropostassãofact́ıveis,respeitandooslimites dadospelaEq. (3). Esta
verificaç̃aopodeserfeitagraficamente.

Paratanto,é necesśario projetarasrestriç̃oesrelativasà variável � noespac¸o dasvariáveis� . Umarepresentac¸ãoesqueḿaticadeum gráfico,comascurvasdeńıvel easrestriç̃oesparaa
usinadeFurnas,est́anaFig. 8

Para projetaras restriç̃oesde � em � , as equac¸õesde balanço dadaspela Eq. (2) são
aplicadas̀aEq. (3). Assim,oslimitesde � � � � projetadospara� � � � eoslimitesde � � � � projetados
para� � � � sãodadospelasEqs.(8) e (9), respectivamente:



Figura 8: Representac¸ãoesqueḿaticade µ deFurnascomrestriç̃oesem ¢ e ¶ .H � � � � � !,� · E ��¸ �º¹!,� !» 
 � ¼ � � � � ¼ H � � � � � !,� · E ��¸%½h¾!,� !» 
 � (8)H � � � � H � � � 0 � � � � � � !,� · E � ¸ �~¹!,� ¿» 
 � ¼ � � � � ¼ H � � � � H � � � 0 � � � � � � !,� · E � ¸%½j¾!,� ¿» 
 � (9)

Aplicandoestasprojeç̃oesnascurvasdecontornodaFig. 8, aFig. 9 éobtida.

Figura 9: Gráficode µ deFurnascomrestriç̃oesde ¢ e ¶ .

A Figura9 permiteobservarqueospontosdemı́nimoqueforamencontradosparaaUsina
deFurnasrespeitamasrestriç̃oesdaEq. (3).

Senasconsiderac¸õesanteriores,o volumefinal, ao invésde ser livre (Caso2), for fixo
(Caso1), isto irámodificaranaturezadasoluç̃aodoproblema.

Estaconsiderac¸ãotraŕa duasmodificaç̃oesaoproblema:

1. Seo volumefinal é fixo, ent̃ao, � � � � seŕafixadaeapenas� � � � é variável.



2. As restriç̃oesde � � � � antespodiamvariarentre��� �]À� � � e ���+� �� � � . Agora, � � � � ����� �]À� � � �����+� �� � � .

UmaconseqûenciaéqueaEq. (9) seŕa substitúıdapelaEq. (10).H � � � � H � � � 0 � � � � � � !,� · E � ¸ �~¹!,� ¿» 
 � ��� � � � � H � � � � H � � � 0 � � � � � � !,� · E � ¸®½j¾!,� ¿» 
 � (10)

Uma ańaliseda Eq. (10) fornecequeassoluç̃oesfact́ıveis para � � � � deixaramde definir
umaregiãolimitadaporduasretasepassaramaestarapenasemumaúnicareta,comodescrito
narepresentac¸ãoesqueḿaticadaFig. 10.

Figura 10: Representac¸ãoesqueḿaticadascurvasdeńıvel de µ deFurnascomrestriç̃oes.

Portanto,a regiãoquecont́emdoismı́nimoséeliminadapormeiodametadevolumefinal� �+� �� � � , tal que
z

passaa ter apenasum pontodemı́nimo localizadonareta � � � � � H � � � � H � � � 0� � � � � � !,� · E � ¸%½h¾!,� ¿» 
 � .
Ouseja,aprojeç̃aodasrestriç̃oes� noespac¸ode � servecomojustificativaparaaeliminaç̃ao

dapossibilidadedemúltiplassoluç̃oesdo problemacomduasvariáveis. Al émdisso,a junção
dasrestriç̃oesde � projetadasem � , paraa UsinadeFurnas,fornecemo novo únicopontode
mı́nimodafunção.

A inspiraç̃ao quesurge destefato, paraproblemascom volumefinal fixo, é reescrever o
problemadadopelaEq. (5), projetandoasrestriç̃oesrelativasa � comorestriç̃oesdo espac¸o� . Para o problemade duasvariáveis em quest̃ao, bastasubstituiras restriç̃oesem � pelas
restriç̃oesdescritaspelaEq. (8) epelaEq. (9).

A nova formulaç̃ao do problema,além de garantira existênciade apenasum mı́nimo, é
tal queo comandofmincondo Matlab converge em um númeromenorde iteraç̃oes. O co-
mandofminconé baseadoem técnicasde programac¸ão quadŕaticasucessiva (Fletcher, 1987;
Schittkowski, 1985).

Uma outra quest̃ao que é resolvidacom a técnicade projeç̃ao dasrestriç̃oesé que em
algumasusinas,apesardesomenteapresentaremumpontodemı́nimo,o fminconapresentauma
soluç̃aopior doqueaapresentadapelasestrat́egiasevolutivas.Istoocorre,porquenavizinhança
domı́nimoasuperf́ıcieapresentavaloresdegradientemuitopróximosaovalorzero.

Parailustraro desempenhodo fminconcome semprojeç̃aode � em � (identificadaspelas
siglascome sem,respectivamente),foi constrúıdaa Tabela3. Ospar̂ametrosutilizadosforam



Tabela3: Númerodeiteraç̃oesdo fminconcomesemprojeç̃aode ¶ em ¢ .

Usina Furnas Marimbondo A. Vermelhas Emborcac¸ão I. Solteira Itumbiara
Sem 4 7 7 NãoConv. 7 8
Com 4 2 2 18 2 2

turbinagemmáximaconstante,volumemédio, intervalo de tempoconstantee volumesinicial
fixo e final livre (Caso1).

PelaTabela3, a projeç̃ao dasrestriç̃oesde � em � aceleraa convergênciade métodos
exatos,comoo comandofmincon.

3.2 Uma usinaedozeperı́odos

O maior interessenostestescomdozepeŕıodosé verificarseo procedimentodeprojeç̃ao
dasrestriç̃oesde � noespac¸o de � aceleraaconvergênciadasoluç̃aodoproblema.

Considerando:� TurbinagemMáxima:Constante.� Volume:Médio.� IntervalodeTempo:Constante.� Hidrologia:MLT demaioat́eabril.� Volumeinicial fixo e final fixo (Caso1).

O tempoem segundos,usandoMatlab 6.1, dasestrat́egiasevolutivase o fminconseme
comprojeç̃aode � em � (denotadopelassiglasseme com,respectivamente),paraseisusinas,
é dadonaTabela4.

Tabela4: Tempo,emsegundos,dasEEedo fminconcome semprojeç̃ao.

Usina Furnas Marimbondo A. Vermelhas Emborcac¸ão I. Solteira Itumbiara
EE 13.5780 13.7030 27.8740 14.1090 34.4840 14.5940
Sem 4.1410 0.9530 NãoConv. 2.6710 1.3590 3.5470
Com 0.5000 0.3910 NãoConv. 0.4220 0.4690 0.5160

Osvaloresdefunçãoobjetivo obtidosparacadamétodosãodadosnaTabela5.

Tabela5: Valoresdef.o. dasEEedo fminconcomesemprojeç̃ao.

Usina Furnas Marimbondo A. Vermelhas Emborcac¸ão I. Solteira Itumbiara
EE 3909437 5723522 5244467 5979460 49138011 19433534
Sem 4144754 6079462 NãoConv. 6077844 50346536 19973178
Com 4295883 6079462 NãoConv. 6077844 50346536 19973178



OsvaloresdaTabela4 indicamqueaprojeç̃aodasrestriç̃oesde � noespac¸o de � aceleram
a convergênciado fmincon. Tantoassim,queo fminconcomprojeç̃ao reduzem,no mı́nimo,
59%o tempocomputacionaldo fminconsema projeç̃ao(casodausinadeMarimbondo),que
por suavezreduz,no mı́nimo,70%o tempocomputacionaldasestrat́egiasevolutivas(casoda
usinadeFurnas).

As estrat́egiasevolutivastêmseusméritos,poisconseguemresultadosmelhoresemtodas
asusinastestadas,mesmoquandoo fminconnão converge (casoda usinade ÁguasVerme-
lhas).Umadesvantagem,poŕem,é quemaiortempocomputacionalnãoimplicaemum ganho
substancialnovalordasoluç̃ao.

O fminconsemprojeç̃oesofereceapenasparaumausinaum valormelhordefunçãoobje-
tivo doqueo fminconcomprojeç̃oes.Al émdisso,o fminconsemprojeç̃oesnãoconseguetera
mesmavelocidadedo fminconcomprojeç̃oes.

A utilizaçãodeprojeç̃oesaceleraaconvergência,masnãoconsegueobteramelhorsoluç̃ao
emnenhumadasseisusinastestadas.A explicaç̃ao,paraqueasoluç̃aocomprojeç̃aopossaser
maior quea semprojeç̃ao (casoda usinade Furnas),vem da forma comosão constrúıdasas
restriç̃oes� noespac¸o de � paramaisdeduasvariáveis.

O procedimentoadotadoparase construiras restriç̃oesde � no espac¸o de � , utiliza a
notaç̃aomatricialdadapelaEq. (5). Pormeiodesta,́eposśıvel obtera Eq. (11):� � �]À � � � � ��� �ÂÁ {� � � �«À � � 0 | � � {� � ��� �ÂÁ � 0 {� � � �]À ¼ | � ¼ � 0 {� � �+� � (11)

Poŕem, sefossemconstrúıdasde acordocom asrestriç̃oesdadaspor Eq. (8) e Eq. (9),
fica claraa necessidadedeseter osvaloresde � � � ��  8o8�8   � � � 
FE � , (ondet é o númerodepeŕıodos
considerados)paraa construc¸ãodeumanova formulaç̃ao. Poŕem,antesde iniciar o processo
deotimizaç̃ao,osvaloresde � � � ��  8o8o8   � � � 
FE � nãosãoconhecidos.A Equaç̃ao(11) contornaeste
problemaaoseutilizar apenasdevaloresconhecidoscomo � � �]À� � �   8o8�8   � � �]À� � 
 e � �+� �� � �   8o8�8   � ��� �� � 
 . A
equac¸ão(12),queé umaequac¸ãodeconservaç̃ao,exemplificao motivo peloqualistopodeser
feito: � � � � �D� � � �+��* H � � � 0 � � � � . R � 
 Á ��� �]À� � � � � � � �Ã��* H � � � 0 � � � � . R � 
 � ����� �� � � (12)

UtilizandoaEq. (12),aEq. (9) seŕa substitúıdapelaEq. (13):H � � � � � ¸ �º¹!,� ! E � ¸ �º¹!,� ¿» 
 � ¼ � � � � ¼ H � � � � � ¸%½j¾!,� ! E � ¸%½j¾!,� ¿» 
 � (13)

Portanto,a Eq. (11) ao invésdeusara equac¸ãodebalanço, usaos limitantesinferiorese
superioresrelativosa � , obtendoumaminoraç̃aodo valor máximoe umamajoraç̃aodo valor
mı́nimodasrestriç̃oesde � projetadasnoespac¸o de � .

Comoa função objetivo do problema(dadapela Eq. 5) é de minimizaç̃ao, ent̃ao, para
problemascommaisdedoispeŕıodos,apenas

| � ¼ � 0 {�Ä����� � é considerada.
Considerar� ��� � em

| � ¼ � 0 {�Ä� �+� � , significa que, no mı́nimo, uma soluç̃ao, cujos
volumesdo reservatório dausinaest̃aonomáximo(soluç̃aoà fio deágua),seŕa obtida.

Dasituaç̃aoanterior, modificamosapenasacondiç̃aodevolumefinal fixo paravolumefinal
livre (Caso2), obtendoasTabelas6 e7.

Por meio destastabelas,fica viśıvel o melhordesempenho,sempre,dasEE em relaç̃ao
aovalor da funçãoobjetivo encontrado.Nestesentidoo fminconcomou semrestriç̃oesde �
e � apresentasoluç̃oescujo valor de funçãoobjetivo é muito próximo. Em relaç̃ao ao tempo
computacional,fminconcomrestriç̃oes,namaioriadoscasos,apresentao melhordesempenho.



Tabela6: Tempo,emsegundos,dasEEedo fminconcomesemprojeç̃ao,Caso2.

Usina Furnas Marimbondo A. Vermelhas Emborcac¸ão I. Solteira Itumbiara
EE 35.7490 32.8580 41.0920 34.4680 49.5770 37.8270

Sem NãoConv. 1.9690 NãoConv. 7.1870 2.2350 5.4060
Com NãoConv. 1.1560 NãoConv. 7.4850 1.2500 3.5630

Tabela7: Valoresdef.o. dasEEedo fminconcomesemprojeç̃ao,Caso2.

Usina Furnas Marimbondo A. Vermelhas Emborcac¸ão I. Solteira Itumbiara
EE 1838985 5703124 5241053 4912715 49138009 18419837
Sem NãoConv. 6079462 NãoConv. 6019742 50346536 19973178
Com NãoConv. 6079462 NãoConv. 6019742 50346536 19973178

4. Conclus̃oeseTrabalhosFuturos

Para os problemasque tenhamo volume inicial e final fixos, o métodode projeç̃ao de
restriç̃oesde � no espac¸o de � conjugadocomo comandofminconofereceo melhordesempe-
nhocomputacional,semsacrificarmuitoaqualidadedasoluç̃aoencontradaoupelaEEoupelo
fminconsemrestriç̃oes.

Paraproblemasde grandeporte,comoos problemasrelacionadosao conjuntode usinas
hidreĺetricasdoBrasil,estapodeserumainformaç̃aoextremamentevaliosa.

Umaidéiaquesurge é de,no futuro, conjugara robustezdasEE commelhoriade tempo
computacionalpropiciadapelaprojeç̃aoderestriç̃oesde � noespac¸o de � .

No casodeseaumentaro desempenhodosmétodostestados,oumesmooutrosquepossam
sertestados,́e importanteexploraraestruturaesparsadoproblemadadapelaEq. (6).

Paraos problemascom volumeinicial fixo e volumefinal livre, asEE mostraramindis-
cut́ıvel superiodade,em termosde qualidadede soluç̃ao, paratodosos casos.Novamente,o
fminconcomrestriç̃oeséaquelequeapresentamelhordesempenhocomputacionalesemperda
naqualidadedovalordafunçãoobjetivo oferecidapor fminconsemrestriç̃oes.

Comotrabalhosfuturos,ainda,existemasseguintessugest̃oes:� Verificarseoutrasusinasoferecemmaisdeummı́nimoparaqualquerumadasconfigurac¸ões
aquidescritas.� Expandira ańalisegráficaparaduasvariáveis(doispeŕıodos)paraproblemascommais
deduasvariáveis(comoporexemplodozepeŕıodos).� Generalizaraprojeç̃aoparaváriasusinasepeŕıodos.� Estabelecerumaanalogiado problemacomdoismı́nimosparaoutrosproblemasreaise
fornecerumainterpretac¸ãofı́sicaparaaexistênciadedoisoumaismı́nimos.� Encontraroutrasformasdeseestimaro limitanteinferior

| � ¼ � 0 {�Ä����� � .� Testarprojeç̃ao de restriç̃oesde � em � utilizando
| � ¼ � 0 {��*-Å¨� �+� � . , onde Å é um

escalarvariandode � at́e � , verificandoaqualidadedassoluç̃oesobtidas.
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