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Resumo. Problemasde decis̃ao relacionadosa situaç̃oesreais podemassumirgrandesdi-
mens̃oes.Nestesentido,osmétodosdepontosinterioressão indicadosna literatura comofer-
ramentasrápidase robustas,desdequeaproveitema estrutura esparsaassociadaaoproblema
emquest̃ao. Para a deduç̃aodosmétodosdepontosinterioresduasabordagenspodemseruti-
lizadas.Umadasabordagensapresentareaproveitamentodecódigoe rápidaimplementac¸ão
computacional,masdependeda utilização de conceitosde programaç̃ao orientadaa objetos
comopolimorfismo.O propósitodestetrabalhoéo defornecerumaextens̃aodestaabordagem
para a programaç̃ao procedural. Alémdisso,são apresentadasaplicaç̃oesda abordagemex-
tendidapara doisproblemasreais. Um problemarelacionadoao planejamentoe controle da
produç̃ao da manufatura e outro relacionadoao planejamentoda operação delongoprazode
sistemasdepot̂encia.
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1. INTRODUÇÃO

Problemasde tomadade decis̃aopodemserrelacionadosa modelosde otimizaç̃ao. Mo-
delosdeotimizaç̃aorelacionadosa problemasreaispodemassumirgrandesdimens̃oes.Neste
caso,é necesśario aproveitar a estruturaesparsado problema. Comoos métodosde pontos
interioressãoapresentadosnaliteraturacomométodosrobustose eficientesparaproblemasde
grandeporte,ser̃aoestudadas,nestetrabalho,técnicasparadeduç̃aodosmesmos.

2. MétodosdePontosInterior es

Historicamente,o desenvolvimentodosmétodosdepontosinterioresteve grandeimpulso
devido à Karmarkar(Karmarkar,1984),e aosbonsresultadosobtidosem(Adler et al., 1989).
Hoje emdia osmétodosdepontosinterioresparaprogramac¸ãolinearest̃aobemestabelecidos
tantoem termosde fundamentac¸ão teórica (Gonzaga,1992;Wright, 1996;TapiaandZhang,
1992), quantoprática (Gondzio,1996; Mehrotra,1994; Oliveira and Lyra, 1991), existindo
umasériedecódigosdeboaqualidadedispońıveis(Wright, 1996).

A eficiênciadeum métododepontosinteriores(MPI) dependedaexploraç̃aodaestrutura
esparsadoproblemaemquest̃ao.Paratanto,existemduasabordagensdededuç̃aodeumMPI.

A primeiraabordagemconsistenasseguintesetapas:

1. Construiro lagrangeanoassociadoaoproblema.

2. Obterascondiç̃oesdeotimalidade.

3. Aplicar o métododeNewtonàscondiç̃oesdeotimalidade.

4. Resolvero sistemalinearresultante.

OsMPIs assimdeduzidosser̃aodenominadosMPIs Tradicionais.Exemplosdeutilização
destaabordagemsão fornecidospor (Azevedoet al., 2002a;Oliveiraet al., 2004;Bhatiaand
Biegler,1999;Castro,2000).

A segundaabordageḿepropostapor (GondzioandSarkissian,2003)econsisteem:

1. Construirum métodode pontosinteriores,semconsiderarestruturaesparsaparticular,
utilizandoaprimeiraabordagem.

2. Identificarasoperac¸õesalgébricasrelacionadasaoscálculosdosmétodosdepontosinte-
riores.

3. Definir asoperac¸õesalgébricasemfunçãodaestruturaesparsadoproblema.

Os MPIs assimdeduzidosser̃ao denominadosdenominadosde MPIs por blocos. Esta
abordagem,poŕem,dependedautilizaçãodeconceitosdeprogramac¸ãoorientadaaobjetos.Ou
seja,aimplementac¸ãodemétodosdepontosinterioresseŕarestritaalinguagensdeprogramac¸ão
comoC++ eJava.

Estetrabalhoirá estendera abordagemdeGondzioandSarkissian(2003),permitindoque
estapossaserutilizadaemambientesdeprogramac¸ãoproceduralcomoMatlab.

Maioresdetalhessobreasabordagensser̃aofornecidosnaspróximasseç̃oes.



2.1 MPI Tradicional

Parailustrara deduç̃aodeum MPI deacordocomprimeiraabordagem,temoso problema
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A função Lagrangeanaassociadaao problemade otimizaç̃ao, com função objetivo não-
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sãomatrizesdiagonaiscomelementosestritamentepositivose ] é um
vetordeunsdedimens̃aoapropriada.

Parasimplificara notaç̃ao,define-sec �=���d� T � �J����� . Aplicandoo métododeNewton às
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Reescrevendoo sistemalinear:� / m -y" m 5 � m :U" c �=��� m � � nqp� m � � n Cm ��� m � � nqrZ m 5 � [ m � � nqt_ m :z� ` m � � nqu (6)

A eliminaç̃ao de variáveis do sistemalinear, dadopelaEq. (6), forneceŕa o MPI primal
dualcomvariáveiscanalizadase restriç̃oesdeigualdade:

Tabela1: MPI primaldualparaestruturaesparsa{ .
MPI Primal Dual estrutura esparsa
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Cabedestacarque,a invers̃ao de
� � � � � / , paraencontrarm - , envolve a maior partedo

esforço computacionaldonossométodo.Mas,dadoque
�

e c ����� são ÀÂÁ7Ã , ÀÅÄÆÃ , tendoÀ
linhaslinearmenteindependentes,ent̃ao,

� � � � � / é simétrica,definidapositivae,naprática,é
usadaadecomposic¸ãodeCholesky pararesolvero sistemalinear(Wright, 1996).



Paraproblemasemqueamatriz
�

possuiumaestruturaesparsablocoprimaldadapor:
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OspassosdescritosanteriormentedevemserseguidosparasededuzirumMPI tradicional.
Detalhesdestaabordagempodemser vistosem (Azevedoet al., 2002a;BhatiaandBiegler,
1999;Castro,2000).

2.2 MPI por Blocos

A grandevantagemdestaabordagemnodesenvolvimentodosMPIséa facilidadecomque
sepodeexplorarasestruturasesparsasdamatriz

�
.

A idéiachavedoprocessóe identificarquaissãoasoperac¸õesmatriciaisrelacionadascom
oscálculosdosMPIs,comodescritonaFig. 1.

Figura 1: Identificaç̃aodasoperac¸õesmatriciaisdeumMPI.

A Figura1 mostraqueparasedefinirum MPI deacordocomumaestruturaesparsaparti-
cular, bastaseredefiniro significadodasseguintesoperac¸õesmatriciaisÈzÉ :Ê DadosA eD, calcular ËXÌ*ÍÏÎ�Ð É ÍzÑ .Ê CalcularosfatoresËXÌ�Ò�ÒJÑ .Ê ResolverossistemaslinearesË�Ó
Ì	Ô , Ò�Õ¿Ì	Ô e ÒJÑ=ÓÖÌ*Õ .
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Ouseja,parasededuzirum MPI porblocos,cujamatriz
�

possuia estruturaesparsadada
pelaEq. (7),bastautilizar o MPI daTabela1 comoperac¸õesmatriciaisÚ � redefinidasdeacordo
comaEq. (7).

SupondodefinidaumaclasseVector, quedescreve osvetoresassociados̀asmatrizes,uma
posśıvel declarac¸ãodeumaclasseabstrataMatrix seria:

class Matrix
{
virtual void ComputeAThetaAt(Matrix theta);
virtual void Factorize();
virtual void SolveAThetaAt(Vector x, Vector y);
virtual void SolveTriang(Vector x, Vector y);
virtual void SolveTransTriang(Vector x, Vector y);
virtual void MatrixVectProd(Vector x, Vector y);
virtual void MatrixTransVectProd(Vector x, Vector y);

}

A classeMatrix podeserestendidaparaclassesconcretasasquaisser̃aoresponśaveispor
fornecerumaimplementac¸ãoparaasfunçõesmembro.

Ou seja,utilizandoo polimorfismode um objetoda classeMatrix (é posśıvel representar
diferentesobjetosquecompartilhamosmesmosmétodos)asoperac¸õesapropriadassãoimple-
mentadasdeacordocomaestruturaesparsadamatriz.

A Figura2 ilustraaaplicaç̃aodesteconceitoparamatrizes
�

blocoprimal.

Figura 2: Classesparamatriz Û blocoprimal.

A classeAblock representaa matriz Í bloco primal do problema. Como a matriz Í é
compostapormatrizessupostassemestruturaesparsadefinida,denominadageńericas(matrizesÍzÜ e Ý Ü ), ent̃ao, ela utiliza classesque implementamestasmatrizese suasoperac¸ões(classe
Generica).

Isto só é posśıvel, poisasclassesAblock e Genericaherdama mesmainterface,daclasse
Matrix, quedefineasoperac¸ões ÈzÉ .

Comissoumamultiplicaç̃aodeum objetomatriz Í daclasseAblock por um vetor Ó pode
serrepresentadaemtermosdasoperac¸õesdefinidasnaclasseGenerica.

Dessaforma,partedadeclarac¸ãodaclasseAblock, contendodoisvetoresdematrizesda
classeGenerica, seŕa:



class Ablock : public Matrix
{
private:
int NumBlocks
Generica[] Ai;
Generica[] Si;

}

A Figura3 forneceumesquemadecálcular -�� � � , matriz
�

comoemEq. (7),apartirdas
operac¸õesdemultiplicaç̃aodematrizpor vetordefinidasnaclasseGenerica(ou seja,-#� � F �
e -7� Z F � ).

Figura 3: Operac¸ão Þ©ß${�à paramatriz { constitúıdaporblocosdematrizesgeńericas.

Comoobservadonaapresentac¸ãodo MPI daTabela1, a operac¸ãodemaiorcustocompu-
tacionalé a resoluç̃aodosistema(8):� � � � � � / � m -7��� n C � � � � � n � �âá Ù ����� (8)

onde:
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Uma observaç̃ao importanteé que paraproblemasem que �J�=��� é linear ou quadŕatica,c ����� é matrizdezerosou diagonal,respectivamente.Assim,
�

seŕa matrizdiagonaltal queo
cálculode

� � �
émuito rápido.

Poŕem,paraproblemasemquea funçãoobjetivo é não-linear, a estruturadamatriz c �=���
podeŕaserdiferentedeumamatrizdiagonal.

Paraos casosem quea função ������� é linear ou quadŕatica,tal que
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é matriz diagonal
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Ent̃ao,amatriz
� � � � � / seŕa dadapor:
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onde:
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Utilizandoo sistema(10)pararesolvero sistemaÙ �
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A implementac¸ão do MPI apresentadona Tabela1 considerandomatrizes
�

e
�

, como
descritasna Eq. (9), implica na construc¸ão de duasclassesAblock e Dblock. As operac¸ões
matriciaisdessasmatrizessãocomodescritasanteriormente.

A Figura4 apresentacomoseŕaa trocademensagensentreasclassesAblock eDblock.

Figura 4: MensagensentreasclassesAblock (matriz { ) e Dblock (matriz � ).

É importanteobservar quea Fig. 4 é um detalhamento,em termosdasfunçõesmembro
definidaspelainterfacedaclasseabstratamatrix, dasoperac¸õesdo ńıvel 1 daFig. 1.

Al émdisso,asoperac¸õesmatriciaiscomo
� �
��- , representadaporA.matrixVectProd, são

definidascomodescritonaFig. 3. Istosó éposśıvel comautilizaçãodopolimorfismo,tal queo
funcionamentodasoperac¸õesmatriciaisdependemdotipo deestruturaesparsaqueédeclarada
paraasmatrizes

�
e
�

.

2.3 MPI por blocosmodificado

Paradeduzirum MPI, utilizandoos conceitosilustradosna seç̃ao anterior, é necesśario
observarqueasmensagensentreasclassespodemsersubstitúıdaspor funções.Estasfunções,
poŕem,est̃aoassociadasaumdeterminadotipo deestruturaesparsa.

O códigodamultiplicaç̃aodeumamatriz
�

, comestruturaesparsadadaemEq. (7), por
um vetor � , cujo resultadóe um vetor - , ou seja ->� � � , é dado,emMatlab(programandode
maneiraprocedural),por:

function [y] = matrixVectProdAblock(Ai,Si,x,n)

% Inicializacao de variaveis.
y = [];
fxi = 0;
ys = 0;

% Loop de construcao de yi, i = 1,...,n.
for i = 1:n

% Indices de particao de x.
ixi = fxi + 1;
fxi = fxi + size(Ai{i},2);

% Particionando x.



xi = x(ixi:fxi);
% Calculo dos yi.
[yi] = matrixVectProdDensa(Ai{i},xi);

% Ultimo bloco yi.
ys = ys + matrixVectProdDensa(Si{i},xi);

% Armazenando em y os blocos yi.
y = [y; yi];

end

% Novo valor de xi.
ixi = fxi + 1;
fxi = fxi + size(Ai{n+1},2);
xi = x(ixi:fxi);

% Obtendo o ultimo termo do bloco ys.
ys = ys + matrixVectProdDensa(Ai{n+1},xi);

% Armazenando o ultimo bloco na resposta.
y = [y; ys];

Ou seja,no lugar de sededuziro MPI paraa estruturaesparsabloco angularpor meio
daorientaç̃aoa objetoscomodescritonaFig. 2, é promovida a reutilizaç̃aode funçõescomo
descritonocódigoanterior.

Assim, a função matrixVectProdAblock, associadaa -�� � � da estruturaesparsabloco
angular, é elaboradautilizandoa funçãomatricVectProdDensa, querepresenta- F � � F � F para
matrizes

� F
densas.

Por meio destaabordagem,o MPI queeraconstrúıdo pelaorientaç̃ao a objetoscomona
Fig. 4, seŕacodificadocomoindicadonaFig. 5.

Figura 5: Funç̃oesaseremutilizadasparacadatipo dematriz(Ablock = { eDblock = � ).

Vale observar quea Fig. 5 mostraumadesvinculac¸ão entreas funçõesmembroe suas
respectivasclasses.Portanto,adiferenciac¸ãoentreummultiplicaç̃ao -7� � � paraumaestrutura
matricial bloco angularou densanão é feita mais pelo polimorfismo,e sim pelo nomedas
funções.

Assim, é posśıvel aliar o reaproveitamentode código já elaboradoparaoutrasestruturas
esparsasdoenfoquedeGondzioandSarkissian(2003)comacapacidadederápidaprototipaç̃ao
defunçõesdoMatlab.



3. Aplicaçõesdo MPI por blocosmodificado

Parailustrara aplicaç̃aodosconceitosanteriores,nestaseç̃aoseŕa mostradaa construc¸ão
deMPI porblocosparadoistiposdeproblemas:× O problemadeplanejamentoecontroledaproduç̃ao(PCP)damanufatura.× O problemadeplanejamentodaoperac¸ãodelongoprazo(POLP)dageraç̃aohidreĺetrica.

O objetivo émostrarcomoaplicaraabordagemdededuç̃aodoMPI porblocosmodificado
deacordocomaestruturaesparsadoproblemaapresentado.

3.1 Aplicaçõesemproblemasdemanufatura

O planejamentoe controledaproduç̃ao(PCP)é a formapelaqualasempresasgerenciam
a transformac¸ão de mat́erias-primasem produtos.A função do PCPé de coordenartodasas
atividades,desdea aquisiç̃aodoscomponentesnecesśariosat́e aentregadeprodutosacabados.
O PCPpodeser dividido em 3 ńıveis de planejamentodistintos: Planejamentoestrat́egico,
Planejamentotáticoe PlanejamentoOperacionale é especialmenteimportanteparalidar com
limitaçõescomocustos,capacidade,tempoe qualidade.

Como adventodosavançostecnoĺogicos,temsidodadaumamaiorênfasea utilizaçãode
sistemascomputacionaisna manufatura. Um importantegrupodossistemascomputacionais
sãoossistemasdemanufaturaflexı́vel (FMS).O FMS éumacoleç̃aodemáquinas,geralmente
controladasnumericamente,ligadaspor um sistemaautoḿaticodemanipulac¸ãodemateriaise
dirigido porumcomputadorcentral.

O FMSpossuicapacidadedeseadaptarrapidamenteaalteraç̃oesnosprodutos,resultando
emsetupsdespreźıveisequedevemserinclúıdosnostemposdeprocessamento(Carvalhoetal.,
1999).

Considerandoqueexisteumatend̂enciadeadoç̃aodoFMSnasmanufaturasequenoFMS
ossetupssãodespreźıveis,o modelomateḿaticopropostopor Carvalhoet al. (1999)podeser
adotado.

Assim, o problemade planejamentoe controleda produç̃ao da manufaturapodeutilizar
umamodelagemdefluxosemredescomrestriç̃oesdecapacidademútuaqueresultaŕa emum
problemadeprogramac¸ãolineardadopelaEq. (12).
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...� ¡m
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¿���

(12)

onde:
� F

representaa matriz associadaa linha de montagemdo produto � , � é um vetor
cujoscomponentes� F representama disponibilidadedemat́eria-primae a demandaparacada
produto� , � F representao valor dosfluxosdo produto � nosdiversosest́agiosdalinha demon-
tagem,� F representaa utilizaç̃ao mı́mima da máquina� , 
 F expressaa capacidademáximade
produç̃aodamáquina� , Z F sãoasmatrizesquerepresentamasrestriç̃oesdecapacidademútua



associadasaosfluxos � F dosprodutos� na linha de montagem,e m é um vetor cujoscompo-
nentesrepresentamquea capacidademáximade processamentosimultâneode produtosuma
máquina� nãodeve ultrapassarseulimite m � , e a funçãoobjetivo é relacionadaaoscustosde
transporteouprocessamentodosprodutos.

Estarepresentac¸ãoutiliza a idéia intituitiva quede os componentes”fluem”pelamanufa-
tura,sendoprocessadospor máquinasat́e setornaremprodutosfinais. Maioresdetalhessobre
aconstruc¸ãodomodeloem(Azevedoetal., 2002a,b).

Devido às dimens̃oesque o problemade PL, associadoao planejamentoda produç̃ao,
podeassumir, emaplicaç̃oespráticas,torna-senecesśario o desenvolvimentodeum métodode
resoluç̃aoqueexploreaestruturadoproblema(Carvalhoetal., 1999;Yamakamietal.,2000).

ParasededuzirumMPI porblocosparaesteproblema,bastaverificarque
� ¡ ½ � , damatriz�

dadaporEq. (9), é igualamatrizidentidadeh . Umadiscuss̃aodetalhadaentreadeduç̃aodo
MPI tradicionaleo MPI porblocos,paraesteproblema,́e fornecidaem(Azevedoetal.,2004).

3.2 Aplicaçõesemgeraç̃aohidrelétrica

Naatualsociedade,aenergiaelétricatemumamploe importantepapel.Desdeautilização
parafins domésticos,at́e naindústria,nãoé posśıvel concebera faltadesteimportanteinsumo
em qualqueratividade. Portanto,é impresćındivel o planejamentootimizadodesteinsumo,
considerandoa etapasdegeraç̃ao, transmiss̃aoe distribuição. Comotal planejamentóe tarefa
complexa,ageraç̃aoeatransmiss̃aosãoconsideradaspormeiodeumaCadeiadePlanejamento.
A CadeiadePlanejamentodivideo problemaemdoishorizontesdetempo:× O problemadaoperac¸ãodelongoprazo(POLP)consideraaspectoshidráulicos(geraç̃ao)

e umhorizonteanual.× O problemadaprogramac¸ãodecurtoprazo(PPCP)consideraaspectoselétricos(trans-
miss̃ao)ehorizontedeumasemana.

Pararesolvero POLP, umamodelagemdefluxosemredescomrestriç̃oeslinearesefunção
objetivo não-linearpodeserutilizadaCarvalhoandSoares(1987);OliveiraandSoares(1995);
Cicogna(1999).

Paratanto,foi utilizadoo esquemadescritonaFig. 6.
Assim, é obtidoum problemadefluxosem redesnão-linearcom arcoscapacitados,cuja

formulaç̃aomatricialsimplificadaédadaporEq. (13):����
 �J� 3���Z R � R � � 3�
�	���� 3����
 R (13)

Onde: 3��� � � 

� e
� � � 3� � Z � , sendo
 o vetor associadoasdeflûenciasdas

usinase � o vetorassociadoaosvolumesdasusinas.
Paraa rededaFigura6, asmatrizes 3� e

Z
ser̃aodadaspor:

3� � eg h ) )"zh h )) "zh h il e
Z � eg � ) )) � )) ) � il R (14)

Onde: h é matriz identidade,� é matriz de incidêncianó-arcoparaasvariáveis de de-
fluência
 .



Figura 6: Grafopara4 usinase 3 peŕıodos.

Para deduzirum MPI por blocosadaptadoparaesteproblemaé necesśario redefinir as
operac¸õesmatriciaisÚ � . Destacamosredefiniç̃aodaoperac¸ãodadaporEq. (8).

Inicialmente,́eimportanteobservarqueamatrizHessianac �=��� doPOLPpossuiaseguinte
estrutura:

c �����\� � c � c �c � c���� R (15)

Onde: c � , c � e c�� sãomatrizesdiagonais.
A matriz

�
temamesmaestruturadamatriz c , demaneiraque

� � �
podeserrapidamente

obtidaeamatriz
� � � � � / teŕaumaestruturatridiagonal.

Comoexemplo,amatriz
� � � � � / , paraa rededaFig. 6, seŕadadapor:

Ù � � � � � � /^� eg Ù � � /� )� � Ù � � /�) � � Ù�� il (16)

Onde:
� F � � � � ���� F! � � � ��"� F# � / � , Ù � � � � ������  � � � ��"���  � / ����� � � ��"���  � � � �� ���  �*?@� e Ù F �� � ���� F � �  � � � ���� F! � � � ��"� F! � / �D��� � � ��"� F! � � � �� � F! �*?@� , $ �
� � , tal que

� � ���� F# , � � ��"� F! e
� � �� � F! são

submatrizesde
� � �� ,

� � �� e
� � �� queporsuavezsãosubmatrizesde

� � �
.

A fatoraç̃aodamatriz Ù é dadapor:

Ù �	�%� / � eg � � ) )� ¡ ¶ � � � )) � ¡ ¶ � � �
il eg � / � � /¡ ¶ � )) � / � � /¡ ¶ �) ) � / � il � (17)



assim:�� � � � � / � � Ù �� ¡ ¶ F � F � � F � $ ��� �N�'&� ¡ ¶ F � � � /¡ ¶ F � � ��� F � /F � Ù F R (18)

UtilizandoaEq. (17)pararesolvero sistema(8):���� ��� : � ��� � �� � �: F ��� � �F �2� F " � F � � � � /F � � : F � � �&�<�ë�	&��sÇ~Ç~Ç9�)(� � ��� � /� : �� F ��� � /F �2: F "*� � �F � /F � F ½ � ���<��� �N�sÇ~Ç~Çb�'& (19)

4. Conclus̃oeseTrabalhosFuturos

Na tomadade decis̃ao, relacionadosa problemasreaisé comuma obtenç̃ao de modelos
mateḿaticosdegrandeporte. Paraa resoluç̃aodosmesmos,osmétodosdepontosinteriores,
queexplorama estruturaesparsado problema,são indicados,na literatura,comoumaalter-
nativa rápidae robusta. O maior trabalho,poŕem, est́a relacionadòa corretudee a tempode
desenvolvimentodasdeduç̃oesmateḿaticasquefornecemos MPIs. Por meio da abordagem
expostanestetrabalho,́eposśıvel unir o rápidodesenvolvimentodeprogramasemMatlab,com
areutilizaç̃aodecódigodaprogramac¸ãoorientadaaobjetivo. Isto resultaŕaemumamaiorfaci-
lidadenaidentificaç̃aodeerrosdeprogramac¸ão,reduzindoo tempodeconstruc¸ãodeprogramas
deMPIs. Comotrabalhosfuturosé interessanteaplicara abordagempropostaparaalém dos
problemasdePCPdamanufaturaedoPOLPdesistemasdepot̂enciaaquidescritos.
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