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1Abstract— In this work, the primal-dual interior point 
method is studied and developed  to solve the predispatch DC 
(direct current) problem that minimizes losses in the 
transmission and costs in the generation of a hydroelectric power 
system, formulated as a network flow model. The matrix 
obtained by the application of the interior point method is 
reduced of such form that the final linear system can be 
implemented of efficient form. Moreover, a modification of this 
method is made on the basis of a heuristic that determines a new 
perturbing parameter. This modified method (VPMPD) showed 
to be efficient in the practical and achieved convergence in fewer 
iterations when compared with an existing implementation of the 
network flow model, that does not take in consideration such  
perturbing parameter. 
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I.  INTRODUÇÃO 
 fluxo de potência ótimo é um problema de 
programação não linear que objetiva planejar um 
sistema de potência, de tal forma que otimize uma 
certa função objetivo satisfazendo um conjunto de 

restrições físicas e operacionais que são definidas por 
limitações dos equipamentos e exigências de segurança. O 
problema de fluxo de potência ótimo tem aplicação em vários 
campos da análise e operação de sistemas de potência, tais 
como despacho econômico, análise de confiabilidade de 
geração e transmissão, análise de segurança e expansão da 
geração do planejamento de curto prazo [1] - [3], [10] - [12]. 
 Na maioria destas aplicações é utilizada uma 
representação linearizada DC do fluxo de potência, para 
simplificar o tratamento da informação, sem comprometer o 
grau de precisão dos resultados [5], [9]. Em um sistema de 
potência hidroelétrico o planejamento operacional é 
usualmente decomposto em período longo, médio e curto. O 
planejamento de curto prazo, utilizado neste trabalho, tem 
interesse na operação de planejamento a partir de um dia até 
uma semana,  dando origem ao problema do pré-despacho.   

                                                      
1 Os autores agradecem à Fundação de Amparo a Pesquisa do Estado de São 
Paulo (FAPESP) e ao Conselho Nacional para o Desenvolvimento da Ciência 
e Tecnologia (CNPq). 
     L.M.R. Carvalho é docente na Faculdade de Ciências Exatas e Tecnologia 
da Universidade Federal da Grande Dourados, Dourados,MS, Brasil,  
liliancarvalho@ufgd.edu.br. 
     A.R.L.Oliveira, é docente no Instituto de Matemática, Estatística e 
Computação Científica da Universidade Estadual de Campinas, Campinas, SP, 
Brasil, aurelio@ime.unicamp.br. 
 

Este, por sua vez, pode ser modelado como a minimização de 
uma função quadrática com variáveis separáveis, 
correspondendo a perdas no sistema hidráulico de transmissão 
e a custos na geração do sistema de potência, sujeita a 
restrições lineares representando o fluxo de potência ativa.  

O método de pontos interiores tem sido utilizado de 
maneira intensa tanto para problemas de programação linear, 
quanto para problemas de programação não linear [14]. Para a 
solução de problemas de fluxo de potência ótimo, a versão 
primal-dual dos métodos de pontos interiores tem 
desempenhado um papel muito importante [1] - [3], [6], [10]. 
De fato, esta versão combina a simplicidade no tratamento das 
restrições de desigualdade com um eficiente desempenho 
computacional.  Estas características favoráveis são, ainda, 
objeto de intensas pesquisas teóricas [6]. Uma revisão de 
algumas aplicações de métodos de pontos interiores em 
sistemas de potência e fluxos em redes pode ser vista em [1], 
[4], [8].  

Este trabalho apresenta, inicialmente, o problema do pré-
despacho de potência ativa DC, cuja função objetivo é 
quadrática com variáveis separáveis, formulado como um 
modelo de fluxos em rede, com restrições adicionais. Em 
seguida, o modelo é resolvido utilizando o método de pontos 
interiores primal-dual. Após isto, é proposto uma modificação 
deste método pela inclusão de um parâmetro de perturbação. 
Esta modificação do Método Primal-Dual, que é uma 
contribuição deste trabalho, mostrou ser bastante eficiente na 
solução do problema proposto. Finalmente, resultados 
numéricos em termos de número de iterações e tempo 
computacional são apresentados e comparados com os 
resultados provenientes de uma implementação existente do 
mesmo problema, mas resolvido pelo método de pontos 
interiores preditor-corretor [6]. Assim, o objetivo deste 
trabalho consiste em aplicar uma versão perturbada do método 
de pontos interiores prima-dual ao problema de minimização 
de custos na geração e perdas na transmissão do pré-despacho 
DC de um sistema de potência hidroelétrico e comparar os 
resultados com uma uma implementação existente do modelo 
de fluxos em rede.  

II.  MODELO DINÂMICO DO FLUXO DE POTÊNCIA ÓTIMO 
O modelo do pré-despacho hidroelétrico para sistema de 

potência de m barras, n linhas e g geradores pode ser 
formulado como [9]: 

O 
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Neste modelo, t corresponde a um período de planejamento 
medido em horas e E  é uma matriz de dimensão mxg , que 
apresenta em cada coluna um elemento igual a 1 e todos os 
outros nulos. Assim, cada linha não nula corresponde a uma 
barra de geração. Definindo pxqV como sendo o espaço de 
todas as matrizes de dimensão pxq , em cada período 

tk ,,2,1 …= , temos que 1nxVkf ∈  representa o fluxo de 

potência ativa no intervalo k, 1gxk Vp ∈  representa a geração 

de potência ativa no intervalo k, nxnVR ∈  é a matriz diagonal 
das resistências das linhas, mxnVA∈ é a matriz de incidência 
da rede de transmissão, xnmnVT )1( +−∈ é a matriz de reatância 
da rede de transmissão, 1mxk Vl ∈ representa as demandas de 
potência ativa no intervalo k, 1maxmin , nxVff ∈    são os 

limites de fluxo de potência ativa, 1maxmin , gxVpp ∈    são 

os limites de geração hidráulica, gxgVQ ∈ representa a 

componente quadrática do custo de geração, 1gxVc ∈  
representa a componente linear do custo de geração, α   e  β  

são ponderações dos objetivos a determinar e 1gxVq ∈  é a 
meta de geração de energia estabelecida pelo planejamento de 
curto prazo. 

O conjunto de restrições para este problema é linear, 
em que  (2) e (3) correspondem às leis de Kirchoff e 
representam uma rede de geração/transmissão, enquanto 
que (4) e (5) representam a capacidade de geração e 
transmissão do sistema. A equação (6) corresponde a 
uma restrição de acoplamento inerente ao modelo 
dinâmico. As duas componentes da função objetivo (1) 
são quadráticas com variáveis separáveis, em que o 
primeiro termo representa o custo de geração de potência 
tanto para usina hidroelétrica quanto para térmica [6], 
[13].  

III.  TÉCNICA DE SOLUÇÃO 

Após algumas mudanças de variáveis, introdução de 
variáveis de folga e combinação de duas restrições, o 
problema primal do pré-despacho (1) – (6) pode ser 
reescrito como: 
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cujo problema dual associado é dado por: 
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As condições de otimalidade para os problemas 
primal e dual são dadas pelas factibilidades primal e 
dual, mais as seguintes condições de 
complementaridade: 
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em que as matrizes 
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[ ]1...11=e ' . 

A.  Método de Pontos Interiores Primal-Dual 
Aplicando o método de Newton às condições de 

otimalidade, obtém-se o seguinte sistema linear que 
define as direções de Newton: 
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Em que o lado direito de (7) a (16) corresponde aos 
resíduos, dados por: 
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A grande maioria dos métodos de pontos interiores 
primal-dual pode ser vista como variantes do método de 
Newton aplicado às condições de otimalidade. Assim, 
definindo: 
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apresentada para tais métodos: 
Método MPIPD (Método de Pontos Interiores Primal 
Dual) 

Dados   )(2   ,10 gnnp
npnp

+==σ ,  0y  e ( )  .00,0 >zx  

Para ,...2,1,0=i faça 

Passo 1. Para ]1,0[∈iσ , seja  ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

npnp

iii
2
γσμ , se 

1≥iγ  e ( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

np

iii
2

γσμ  se 1<γ ,  

( ) izixi '
=σ  e np  a dimensão de x. 

Passo 2. Calcule as direções de Newton ( )idzidyidx ,, . 
Passo 3. Calcule o tamanho do passo: 
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Passo 4.  Calcule a nova solução 
( ) ( ) ( )iziyixiiziyixiziyix ΔΔΔ+=+++ ,,,,1,1,1 α . 

B.  Versão Perturbada do Método MPIPD 
É possível reorganizar o sistema (7) - (16), de tal 

modo que se possa reescrevê-lo na forma: 
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em que S e Z são matrizes diagonais com elementos 
positivos na diagonal, xΔ  corresponde às variáveis 
primais, yΔ  compreende as variáveis duais livres e 

zΔ está relacionado com as variáveis duais. Em um 
método de ponto interior primal-dual a principal 
operação a ser realizada em cada iteração consiste na 
solução de um sistema semelhante a este. A solução 
eficiente deste sistema é crítica, pois, em geral, sua 
matriz é de grande porte e esparsa exigindo técnicas 
sofisticadas para sua redução. Felizmente, o Matlab 
incorpora excelentes pacotes para solução de sistemas 
com este tipo de matriz, tal que é possível resolver um 
problema, como o proposto neste trabalho, cuja solução 
implica em ter que resolver um sistema, no qual a matriz 
é esparsa e de grande porte, fazendo a redução do 
mesmo e utilizando os comandos do MatLab. 

Consideremos a seguinte forma modificada do 
sistema não linear (17) [7], [13]: 
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em que σ  é o parâmetro de centragem e v é um 
parâmetro de perturbação, escolhido para aperfeiçoar a 
proximidade, em cada iteração i, da seqüência ( )iii zyx ,,  
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para o caminho central [7].  A diferença entre as várias 
versões dos métodos de pontos interiores primal-dual 
está na escolha do parâmetro de centragem σ , do vetor 
de perturbação v e do tamanho do passo α . Neste 
trabalho, estamos considerando uma heurística com 
relação ao parâmetro de perturbação, que definiremos 
como: 

,...2,1,0   , == ieXZv iiii σ  

Além disso, o parâmetro de centragem iσ  é definido 
em cada iteração i por: 

i

i
i

μ
μσ

1+

= . 

Com uma escolha conveniente de um ponto inicial 
infactível, apresentamos a estrutura básica da versão 
perturbada do método primal-dual (VPMPD) como 
segue: 

Método VPMPD (Versão Perturbada do Método  
Primal Dual) 
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Calcule o vetor de perturbação   eiXiZiiv σ= . 
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Passo 2. Calcule as direções de Newton ( )idzidyidx ,, . 
Passo 3. Calcule o tamanho do passo: 
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Passo 4.  Calcule a nova solução 

( ) ( ) ( )iziyixiiziyixiziyix ΔΔΔ+=+++ ,,,,1,1,1 α . 

IV.  DETALHES DA IMPLEMENTAÇÃO 

Os parâmetros que seguem foram utilizados na 
implementação da versão perturbada do Método Primal-
Dual. 
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O ponto inicial (19) é utilizado para o primeiro 
intervalo de tempo, com a solução de cada intervalo 
usada para iniciar a próxima iteração. 

Critério de Convergência: Para cada iteração i e para 
cada k=1,2,...,t, o critério de convergência é calculado 
como: 
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V.  RESULTADOS NUMÉRICOS 

Por simplicidade, apenas funções quadráticas puras 
para geração de potência foram utilizadas, isto é, 

0~ =pc , maxmin ~~ ff −= foi adotado para fluxo de 

potência ativa, e 0~ min =p  para geração de potência 
ativa. A carga para cada intervalo de tempo é dado pela 
carga básica do sistema sob consideração multiplicada 
pelo peso relacionado com a coluna “Fator” na Tabela I. 
Estes fatores simulam a curva de carga da companhia 
brasileira CESP para um dia de semana típico. 
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Tabela I. 
Fatores de Carga 

Hora Fator Hora Fator Hora Fator 
1 0,79 2 0,74 3 0,72 
4 0,72 5 0,73 6 0,78 
7 0,90 8 0,98 9 1,05 
10 1,10 11 1,09 12 1,09 
13 1,06 14 1,08 15 1,08 
16 1,08 17 1,11 18 1,17 
19 1,30 20 1,24 21 1,17 
22 1,11 23 1,00 24 0,88 
 
A Tabela II mostra o número de iterações e o tempo 

de execução para os sistemas IEEE 118 representando o 
meio oeste americano, SSE 1654 e SSE 1732 
representando o sul-sudeste centro oeste brasileiro e um 
equivalente ao sistema interligado nacional (Brasil) com 
1993 barras. Estes resultados, obtidos em [6] por um 
Método Preditor-Corretor,  mostram que o tempo de 
processamento cresce lentamente com o número de 
barras. 

 
Tabela II. 

Número de Iterações e Tempo de CPU (segundos) [6] 
Problema Barras Iterações Tempo de 

CPU 

IEEE 118 3 16,5 

SSE 1654 10 1987 

SSE 1732 11 2072 

Brasil 1993 10 2267 

 

A Tabela III mostra o número de iterações e tempo de 
execução obtidos pelo Método VPMPD para os mesmos 
sistemas. Estes experimentos foram realizados em um 
Pentium IV, com um processador de 2.8GHz e 512 Mb 
de memória RAM, utilizando o Matlab 5.3. Comparando 
com os resultados apresentados na Tabela II, 
observamos que este método converge em menos 
iterações do que o método descrito em [6]. Uma 
comparação com relação ao tempo de processamento é 
irrelevante, uma vez que as máquinas utilizadas são 
diferentes.  
 
 
 
 
 
 
 

Tabela III. 
Número de Iterações e Tempo de CPU (segundos) – 

Método VPMPD 
Problema Barras Iterações Tempo 

de CPU 

IEEE 118 3 2.6 

SSE 1654 5 687 

SSE 1732 4 509 

Brasil 1993 4 838 

 

Os resultados computacionais para 48 e 72 horas para 
o método VPMPD são similares aos obtidos para 24 
horas. Esta nova abordagem proposta resolve os sistemas 
testados em menos iterações do que o Método utilizado 
em [6] e atinge a convergência em cerca de metade do 
número de iterações.  

VI.  CONCLUSÃO 

Neste trabalho foi feito uma revisão do planejamento 
hidroelétrico de curto prazo formulado como um modelo 
de otimização de fluxo em redes, tendo sido utilizado 
uma Versão Perturbada do Método de Pontos Interiores 
Primal-Dual  (VPMPD) para resolver custos de geração 
e perdas na transmissão do problema associado a este 
modelo. A introdução de uma perturbação no Método 
Primal-Dual mostrou ser uma contribuição importante 
deste trabalho, na medida em que sua utilização foi 
fundamental para resolver o problema em questão. De 
fato, o método atingiu convergência em menos iterações 
quando comparado com os resultados apresentados em 
[6]. Um importante resultado é que neste caso, o método 
VPMPD é mais eficiente, em termos de número de 
iterações, do que o método preditor-corretor utilizado em 
[6]. 
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