GABARITO PROVA 1 - MA 449

1. (2.5) Considere a funcao f dada por f(0) = |0|, —m < 8 < m, periddica de periodo 2.

(a) Calcule os coeficientes de Fourier de f.
Solugao: Por defini¢ao os coeficientes de Fourier de f sdo dados por

. 1 /7 A
f(n)=— (0)e~"dg,¥n € Z.

o -

Como f é par segue que

. 1 [T 1 & s
f(0) = 2W/_ﬂf(9)d9 = 27r2/0 0do = 5

Seja n #£ 0. Usando a definicdo de f e integracao por partes obtemos

T 0 ™
fn) = — (6)e="0do = % < / (—0)e~"0d6 + /O ee—med0>
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Portanto, f(0) = 7/2, f(n) =0sen#0épare f(n) = —%ng se n é fmpar.
(b) Calcule a série de Fourier de f e analise sua convergéncia.
Solugao: A série de Fourier de f é

inf

T 2 e
JO~5-2 2

n impar

s . . ., 1
Note que a série de Fourier de f converge absolutamente ja que ) -5 converge. Logo,
como f é continua a série de Fourier de f converge uniformente para f.

(c) Use o item anterior para demonstrar as seguintes identidades:

> 1 2 1 2
1. — = — 3. — = —
Z (2n + 1)2 8 Z n2 6
n=0 n=1
o o0
1 7t 1 7
2. —_— = — 4. _—=—
7;) (2n+1)* 96 7121 nt 90
Solugao:

1. Avaliando a fungdo f no ponto § = 0 e usando a igualdade com a série de Fourier

obtemos 5 1
T
0=10=5-2 2



Note que
1 = 1
— =9 -
2. 2 @
n Impar k=0
e consequentemente
4 o0
o7 Z 2k: +1

0

w\zl

donde segue o resultado.

. Como f é continua e portanto integrével em [—, 7], entdo podemos usar a Identidade
de Parseval para obter que

1 [T 2 4 1
— 0)|?df = — + — —.
5 _W\f( )| TR Z I
n fmpar
Temos que
1 s 1 ™ 03 2
— [ fo)Pde = — | 620 = — =
2 J_, 2 J_, m n 3
Substituindo acima obtemos que
L 3 1 8 i 1
3 4 72 nt w2 (2k +1)4
n impar k=1

donde segue o resultado.

. Separando a série em termos pares e impares e usando o resultado obtido em 1.
obtemos

logo,

donde segue o resultado.

. Procedendo de maneira andlogo ao item anterior obtemos

logo,

donde segue o resultado.
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2. (2,5) Sejam f uma funcao integravel no circulo unitario e u a solugao do problema de Dirichlet
no disco unitario

{ Au=20
u(1,6) = f(0)

(a) Mostre que o valor de u na origem do disco é a média de seus valores no circulo, ou seja,

w0 = = [ f()a0.

T o o

Solugao: Como por hipdtese f é continua entao existe uma tinica solugdo para o problema
de Dirichlet dada por

u(r,0) = (B x f)(0),

onde P,(0) = W é o nilceo de Poisson. Note que Py(f) = 1 para todo 0. Logo,

w0.0)= 5 [ @~ mdn=o- [ fnpan

27 2 J_,

como queriamos.

Mostre que se f(6) < M para todo 6 entao u(r,) < M para todo 6 e para todo r < 1.
Solugao: Lembre que P, é positivo, periédico de periodo 27 e ffﬂ P.(0)df = 2m. Logo,

™

1 [7 1
u(r,0) = o f(n)Pr(0 —n)dn < o MP,.(0 —n)dn

1 —7m+6 1 iy
=M | R@Ed =My [ B(de= M

ou seja, u(r,0) < M.
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3. (2,5) Seja f uma funcdo no circulo unitario.

(a)

Prove que se f € C* entdo f(n) = o(1/|n|¥)
Solugao: Primeiro vamos provar por indugdo que f™(n) = (2win)™f(n), para todo
1 <m < k. Para m =1 temos que

1 1
= / f(z)e?™ne gy = 27rin/ f(z)e ™ dy = 2rin f(n).
0 0
Suponha o resultado valido para m e vamos provar que vale para m + 1:
Jri(n) = () (n) = 2minf™(n) = 2min(2min)™ f(n),

logo ]ﬁ(n) = (2min)" 1 f(n ) o que conclui a indugao.
Em particular, (2min)¥f(n) = fk (n) e como f* é continua (e portanto integravel) temos

que f*(n) converge a zero quando n — oo pelo Lema de Riemann-Lebesgue. Portanto,

@ g L
Jim 5= i )1 < 5 Frm) =0,

o que implica f(n) = o(1/|n|).

A reciproca é verdadeira? Justifique sua resposta.

Solugao: Nao, por exemplo a fungao f(0) = |0| 0 € [—m, |, 2m-periddica, nao é conti-
nuamente diferencigvel no entanto f (n)=o0 | I . De fato, na questao 1 mostramos que

f(0)=7/2, f(n) =0sen+#0¢pare f(n)= —ﬂ% se n é impar. Portanto,

o que prova f(n) = O(I}LO

Prove que se f € C*~1 £k & continua por partes e existe a > 1 tal que f(n) = O(1/|n|F+)
entdao f € C*.
Solucao: Temos que f7 é integravel para todo 1 < j < k e seus coeficientes de Fourier
satisfazem a relagao N

fi(n) = (2min)! f(n).
Por hipétese f(n) = O(1/|n|F+%), ou seja, existe M tal que |f(n)| < In\% para |n|

sufientemente grande. Sendo assim, a série de Fourier de f7 satisfaz a seguinte estimativa

ST If e < €3 nf | f(n)] < OMZ T |k 7 < CMZ

nez neL

Como a > 1 concluimos que a série de Fourier de f7 converge uniformemente e absolu-

tamente pelo teste M de Weierstrass. Em particular, como a série de Fourier de f*~1 é
: k-1 4 . k-1 _ Tk—1 2min

uniformemente convergente e f*~* é continua temos que f* ' (z) = > ., f""(n)e

e portanto, como a série de Fourier de f*¥ é uniformemente convergente, entdo podemos
: - k-1 k _ 7k 2minz : :

derivar a série de f*~' termo a termo e obter que f*(x) =" ., f¥(n)e o que implica

f* continua.
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4. (2,5)
(a) Seja f uma fungao periddica de perfodo L continua tal que sua derivada f’ é continua por

partes e / f(t)dt = 0.
0
1. Mostre que

/0 |f(t) 2dt</ t)|2dt.

Solugao: Temos que f’ é integrdvel e seus coeficientes de Fourier sao dados por

1 L Tin
- L/o F(t)e T tdt.

Usando integragao por partes obtemos que

L ) L . .
- 2/0 F(t)e= 221 = % (f(t)e i L /0 () <27er> e—ﬁ”%)

27rm 1 / £ ot gy Q?nf(n),

ou seja, f/(n) = 27r%f(n)

Usando a identidade de Parseval para f’ obtemos que

IR )2 2min
7, woPe =317 = 3|5 o
neZ ne”Z
Note que como f(0) = 0 por hipétese entdo
nf(n)? > |f(n)]?,vn € Z.

Logo,
2mn

472 A
2 TZ’JC(”) ?

nez

/ ()Pdt =L

ne’l

Por outro lado, usando a identidade de Parseval para f temos que
1 L
— dt =
I RICIEIC
ne’l

Portanto,
L L
[ a1 < 5 [ 170k,
0 nez

como queriamos.

2. Mostre que a igualdade é vilida se e somente se f(t) = Asin(2nt/L) + B cos(2nt/L).
Solugao: Note que na demonstracao acima utilizamos uma unica desigualdade

nf()? = 1f(n)?,vn € Z.
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Sendo assim, a igualdade serd véalida se e somente se f (n) = 0 para todo n € Z com
In| # 1 (lembre que por hip6tese f (0) =0). E claro que, neste caso, a série de Fourier
de f converge absolutamente ji que é uma série de apenas dois termos. Como f é
continua concluimos que a série de Fourier de f converge a f. Logo,

) = F-0e B4 fe = asin (%) + moos (2.

com A= f(=1)+ f(1) e B=1i(f(1) — f(-1)).
b]

(b) Seja f uma funcao definida no intervalo [a,

£6) =0,
b _a)? [t
[uwpas 0 [opa

1. Mostre que
Solugao: A ideia é aplicar o resultado anterior. Para isso vamos considerar a fungao
g que é a extensao impar da funcdo f com respeito ao ponto z = a e periddica de
periodo 2(b — a), ou seja,

[ f), se t € [a,b]
g(t) = { —f(—t+2a), seté€[2a—b,a)

continuamente diferencidvel e tal que f(a) =

e g(t+2(a—b)k) = g(t) para todo k € Z.
Note que como g é periédica de periodo 2(b — a) entao

2(b—a) b
/ g(t)dt = / g(t)dt.
0 2a—b

Usando a definicao de g obtemos

—b+2a

f(t)at +/ f(s)ds =0

a

b a b
/ g(t)dt = f(t)dt+/ (—f(=t+2a))dt =
2 a

a—b 2a—b 2a—b

onde acima utilizamos a mudanca de varidveis s = —t + 2a.

E facil ver que ¢ é continuamente diferencidvel j& que por hipStese f (a) =f(b)=0e
f é continuamente diferenciavel.

Sendo assim, podemos aplicar o resultado anterior para g e obter

2(b—a) bh—a)? 2(b—a)
/0 g()Par < L= /0 g/ (8) .

™

Agora observe que como g é 2(b — a) periddica e pela definigao de g temos que

2(b—a) 0. b o [ , b )
[ ewra= [ jgopa= [ jgora [Cgopa
a b a b b
- o a)l? 2dt = — s)|?ds 25 2
‘/ga_b’“ t+2a) d”/a £ ()Pt /b F(s)Pd +/a ()Pt 2/61 ()t

onde acima usamos a mudanca de varidaveis s = —t + 2a. Analogamente, temos que

2(b—a) b
/ g/ (1) dt = 2/ | £/ ()| 2dt.
0 a
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Portanto,

b a2 b
[ ispae< CE e (1)

(b—a)?

. Prove que a constante ~~—;

nao pode ser melhorada.

Solugao: Pelo resultado do item (a) temos que g(t) = Asin (2(%71ta)> + B cos (%)

satisfaz 2(b—a) 2 r2(b—a)
—a b —a —a
[ atopa= b—a) [ e
0 ™ 0

Como por construgdo g é impar com respeito ao ponto a e portanto B = 0. Além

disso, g(t) = Asin (2(%721)) se e somente se f(t) = Asin (2(%7:2)). Logo, a igualdade

em (1) é realizada e portanto a constante ja é a melhor possivel.
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