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Abaixo vamos enunciar e demonstrar um resultado do livro “Cálculo Avançado”, Vol II, Wilfred
Kaplan (veja última página). Mas antes disso, vamos definir e enunciar algumas propriedades do
limite superior e do limite inferior de uma sequência:

Definição 1. Seja {an}n∈N uma sequência de números reais. Dizemos que L é o limite superior de
{an}n, e denotamos por L = lim supn→∞ an, se L for o maior número para o qual dado qualquer
ε > 0 existir um número infinito de índices n para os quais

|an − L| < ε.

Analogamente, dizemos que l é o limite inferior de {an}n, e denotamos por l = lim supn→∞ an, se
l for o menor número para o qual dado qualquer ε > 0 existir um número infinito de índices n para
os quais

|an − l| < ε.

Pode-se mostrar que toda sequência limitada possui limite superior e limite inferior. No caso
de sequência não limitadas o limite superior pode ser ±∞. Dizemos que lim supn→∞ an = +∞ se
dado qualquer K > 0 existir um número infinito de índices n para os quais an > K. Analogamente,
dizemos que lim supn→∞ an = −∞ se dado qualquer K > 0 existir um número infinito de índices n
para os quais an < −K. Pode-se mostrar que o limite superior ou existe ou é ±∞. O mesmo vale
para o limite inferior com definições análogas. Além disso, temos que

lim inf
n→∞

an ≤ lim sup
n→∞

an

e a iguadalde só vale quando o limite da sequência existe e, neste caso, o limite será igual aos limites
superior e inferior.

Teorema 2. Seja
∑

an(x− x0)
n uma série de potências. Então existe r ≥ 0, chamado de raio de

convergência, tal que para |x − x0| < r a série converge absolutamente e para |x − x0| > r a série
diverge. No caso em que r = 0 a série converge para x = x0 e diverge caso contrário. Se r 6= 0 então
a série será uniformemente convergente em |x− x0| ≤ r1, para qualquer 0 < r1 < r. Além disso, o
raio de convergência pode ser determinado da seguinte forma:

r = lim
n→+∞

∣∣∣∣ an
an+1

∣∣∣∣ , caso o limite exista, ou (1)

r = lim
n→+∞

1
n
√
|an|

, caso o limite exista. (2)
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Demonstração. Suponha que o limite limn→+∞

∣∣∣ an

an+1

∣∣∣ exista e denote-o por r. Para provar a con-
vergência absoluta de

∑
an(x− x0)

n vamos usar o teste da razão. Para isso, observe que para todo
x 6= x0 temos que

|an+1(x− x0)
n+1|

|an(x− x0)n|
=
|an+1|
|an|

|x− x0| =
|x− x0|
|an+1|
|an|

.

Como limn→+∞

∣∣∣ an

an+1

∣∣∣ = r segue que, se r 6= 0, então

lim
n→∞

|an+1(x− x0)
n+1|

|an(x− x0)n|
=
|x− x0|

r
.

Portanto, pelo teste da razão concluímos que se |x − x0| < r a série
∑

an(x − x0)
n converge

absolutamente e se |x−x0| > r a série
∑

an(x−x0)
n diverge. Se r = 0 então a série

∑
an(x−x0)

n

diverge para todo x 6= x0 visto que limn→∞
|an+1(x−x0)

n+1|
|an(x−x0)n| = +∞. Além disso, se limn→+∞

∣∣∣ an

an+1

∣∣∣ =
+∞ então a série

∑
an(x−x0)

n é absolutamente convergente todo x já que limn→∞
|an+1(x−x0)

n+1|
|an(x−x0)n| =

0. No caso em que lim
n→+∞

1
n
√
|an|

existe a demonstração é análoga usando o teste da raíz. No caso

geral o raio de convergência será r = lim sup
n→∞

1
n
√
|an|

. Observe que, em particular, no caso em que os

limites (1) e (2) existem eles coincidem com o valor lim sup
n→∞

1
n
√
|an|

.

Sabemos que lim sup
n→+∞

1
n
√
|an|

= inf
m≥1

sup
n≥m

1
n
√
|an|

e que o limite superior ou existe ou é +∞. No

caso em que o limite superior é +∞, para cada x 6= x0, tomando K = 2|x − x0| existem infinitos
índices n para os quais

1
n
√
|an|

> A,

equivalentemente,

|an| <
1

An
.

Portanto,

|an(x− x0)
n| ≤ |x− x0|n

2n|x− x0|n
=

1

2n
, para um número infinito de índices n,

disso segue que
∑

an(x − x0)
n converge absolutamente para todo x (argumente por contradição).

Logo, o raio de convergência é +∞.
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No caso em que lim sup
n→+∞

1
n
√
|an|

é finito denote este valor por r e observe que

lim sup
n→+∞

n
√
|an(x− x0)n| = lim sup

n→+∞

|x− x0|
1

n
√
|an|

=
|x− x0|

r
.

Logo, se |x− x0| < r então
lim sup
n→+∞

n
√
|an(x− x0)n| < 1

e portanto, pelo definição de limite superior temos que dado ε = 1
2 existe um número infinito de

índices n para os quais
n
√
|an(x− x0)n| < 1− ε =

1

2
.

Portanto, para número infinito de índices n temos que

|an(x− x0)
n| < 1

2n

donde segue que a série
∑

an(x− x0)
n é absolutamente convergente.

Para o caso em que |x− x0| > r temos que

lim sup
n→+∞

n
√
|an(x− x0)n| > 1.

Defina L = lim supn→∞
n
√
|an(x− x0)n| e observe que pela definição de limite superior dado ε =

L− 1 > 0 existe um número infinito de índices n para os quais∣∣∣ n
√
|an(x− x0)n| − L

∣∣∣ < ε,

ou seja, n
√
|an(x− x0)n| > L − ε = 1. Em outras palavras, existem infinitos índices para os quais

|an(x − x0)
n| > 1 e portanto a sequência {|an(x − x0)

n|}n não converge a zero. Disso segue que a
série

∑
an(x− x0)

n diverge.
Por fim, vamos provar que se r 6= 0 então a série

∑
an(x−x0)

n será uniformemente convergente
em |x − x0| ≤ r1, para qualquer 0 < r1 < r. De fato, para qualquer 0 < r1 < r tome x =

x0 + r1. Como a série
∑

an(x − x0)
n converge absolutamente para todo |x − x0| < r então a

série
∑

an((x0 + r1) − x0)
n =

∑
anr

n
1 converge absolutamente. Além disso, note que para todo

|x− x0| < r1 temos que
|an(x− x0)

n| ≤ |an|rn1 , para todo n ∈ N.

Portanto, o teste M de Weierstrass implica na convergência uniforme da série
∑

an(x − x0)
n em

|x− x0| < r1, para todo 0 < r1 < r.






