Abaixo vamos enunciar e demonstrar um resultado do livro “Calculo Avangado”, Vol 11, Wilfred
Kaplan (veja ultima pagina). Mas antes disso, vamos definir e enunciar algumas propriedades do

limite superior e do limite inferior de uma sequéncia:

Definicao 1. Seja {a, }nen uma sequéncia de nimeros reais. Dizemos que L € o limite superior de
{an}n, e denotamos por L = limsup,,_, . an, se L for o maior nimero para o qual dado qualquer

€ > 0 existir um numero infinito de indices n para 0s quais
lan, — L| < e.

Analogamente, dizemos que l é o limite inferior de {an}n, e denotamos por | = limsup,,_, . an, se
l for o menor nimero para o qual dado qualquer € > 0 existir um ndmero infinito de indices n para
0s quais

lan, — 1] < e.

Pode-se mostrar que toda sequéncia limitada possui limite superior e limite inferior. No caso
de sequéncia nao limitadas o limite superior pode ser £00. Dizemos que limsup,, ,. G, = 400 se
dado qualquer K > 0 existir um ntmero infinito de indices n para os quais a,, > K. Analogamente,
dizemos que limsup,,_, ., a, = —oo se dado qualquer K > 0 existir um ntimero infinito de indices n
para os quais a, < —K. Pode-se mostrar que o limite superior ou existe ou é £oo. O mesmo vale
para o limite inferior com definigbes analogas. Além disso, temos que

lim inf a,, < limsup a,
n—0oo n—o0
e a iguadalde s6 vale quando o limite da sequéncia existe e, neste caso, o limite sera igual aos limites

superior e inferior.

Teorema 2. Seja > an(x — x9)"™ wma série de poténcias. Entao existe r > 0, chamado de raio de
convergéncia, tal que para |x — xo| < r a série converge absolutamente e para |x — x| > 1 a série
diverge. No caso em que r = 0 a série converge para T = xg e diverge caso contrdrio. Ser # 0 entdo
a série serd uniformemente convergente em |z — xo| < r1, para qualqguer 0 < r1 < r. Além disso, o

raio de convergéncia pode ser determinado da sequinte forma:

r= lim , caso o limite exista, ou (1)
N—+00 | Ap 41
. 1 . )
r= lim ———, caso o limite ezista. (2)

n—+oo 1 |an|



(€273
An 41
vergéncia absoluta de > a, (x — x¢)™ vamos usar o teste da razdo. Para isso, observe que para todo

Demonstrag¢ao. Suponha que o limite lim, o ’ ‘ exista e denote-o por r. Para provar a con-

T # xo temos que

a1 (@ — 20)" | Jania] 1z — | = 120l
|an (z — 20)"| || O™ Tansa]
|an|
Como lim,,, 4 au | = rosegue que, se 7 # 0, entao
iy 121 (@ = 20)" ] o — o
w0 [an(z — o)) P

n

Portanto, pelo teste da razdo concluimos que se |x — xo| < 7 a série Y an(r — x9)"™ converge

absolutamente e se | — xg| > r a série Y a,(x — x0)™ diverge. Se r = 0 entdo a série Y an(z — o)™
lantr(@—zo)" | _
lan (z—20)™|

+00. Além disso, se lim,,— 4+ aail =
n
|an i1 (@—a0)" |

[an(z—20)"]

diverge para todo x # xg visto que lim,,

+0o0 entao a série Y a, (z—xz¢)™ é absolutamente convergente todo x ja que lim,_, »

0. No caso em que existe a demonstracao é analoga usando o teste da raiz. No caso

|

. . . 1 .
geral o raio de convergéncia serd r = lim sup |7 Observe que, em particular, no caso em que os
n—oo A/ |an

limites (1) e (2) existem eles coincidem com o valor lim sup ——.
n—oo A, \an\

. 1 . 1 o . .
Sabemos que limsup —— = inf sup ——— e que o limite superior ou existe ou é +o0o. No
n—+oco A |an| mzlnzm \ |CLn

caso em que o limite superior é +oo, para cada © # xg, tomando K = 2|z — x| existem infinitos

indices n para os quais

1

— > A

Vlan|
equivalentemente,

1
Portanto,
n
— 1
|an(z — 20)"| < M = o Paraum ndmero infinito de indices n,

disso segue que Y a,(x — )™ converge absolutamente para todo x (argumente por contradigio).

Logo, o raio de convergéncia é +o0.



. 1 .
No caso em que lim sup ——— ¢ finito denote este valor por r e observe que
n—+oo 4 an|

lim sup §/Jan(z = 20)7] = limsup (2570 _ [2 =20l
n——+oo n——+oo W r
n

Logo, se |z — zo| < r entdo

limsup V/|an(x — z0)?| < 1

n—-+oo

e portanto, pelo definigao de limite superior temos que dado € = % existe um numero infinito de
indices n para os quais
1
Vian(z —zo)?| <1—e= 7

Portanto, para numero infinito de indices n temos que

1
an(z = 20)"| < 5

donde segue que a série Y a,(r — xg)™ é absolutamente convergente.
Para o caso em que |r — xg| > r temos que

limsup ¥/|an(z — z0)?| > 1.

n—-+o0o

Defina L = limsup,,_,., ¥/|an(x — x¢)"| € observe que pela defini¢do de limite superior dado ¢ =

L — 1 > 0 existe um nimero infinito de indices n para os quais

n

an(x — x0)"| — L‘ <eg,

ou seja, {/|an(x —x0)"| > L —e = 1. Em outras palavras, existem infinitos indices para os quais
|an(z — x9)™| > 1 e portanto a sequéncia {|a,(z — x¢)"|}» ndo converge a zero. Disso segue que a
série > an(z — o)™ diverge.

Por fim, vamos provar que se r # 0 entao a série > a,(z — o)™ serd uniformemente convergente
em |z — xg| < r1, para qualquer 0 < r; < r. De fato, para qualquer 0 < r; < r tome = =
29 + r1. Como a série Y a,(x — z9)"™ converge absolutamente para todo | — x¢| < r entdo a
série > an((xo +11) — o)™ = Y. anry converge absolutamente. Além disso, note que para todo
|x — 20| < 71 temos que

lan(z — x0)"| < |an|rT, para todo n € N.

Portanto, o teste M de Weierstrass implica na convergéncia uniforme da série Y a,(z — x0)" em

|z — x| < r1, para todo 0 < ry < r. O
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