0 mesmo padrao
g Este é 0 caso em
wita vista de cima.

3 de flores com-
i), que contou o

Wos raiados
extensdo

4= 7

6— 13
6—10
713
13- 30
10-17
11-21

— 24
11-22
10-29
13-33
13-30
1122

L 26-47

Como vemos na tabela, o nimero de flosculos raiados estd sujeito a flutuagdo ocasional.
Entretanto, os valores médios recaem frequentemente nos nameros de Fibonacci.
As excessdes sdo Arnica montana e Senecio doronicum 2.

Os bi6logos tentaram explicar a predominancia peculiar dos nimeros de Fibo-
nacci na filotaxia. A simetria pode desempenhar um papel importante, porque a
simetria mantém o equilibrio mecanico do caule, dd is folhas uma melhor exposi¢do
i luz, e mantém um fluxo regular de nutrientes. Entretanto, a ciéncia ainda estd longe
de uma explicagdo satisfatéria. Trabalhos importantes sobre filotaxia foram escritos
por Thompson (1917, P4g. 912:933) e Nelson (1954, P4g. 48-60). Para comentdrios,
ver também Dormer (1972), Weyl (1952, P4g. 72).

Ocasionalmente, os nimeros de Fibonacci ocorrem em genética de popula-
¢es. Tratar esta parte da biologia, seria levar este livro muito além do seu objetivo.
Recomendamos ao leitor, Li (1958, Pdgs. 68-70, 118).

Para um tratamento matemdtico da seqiiéncia de Fibonacci recomendamos
Vorobyov (1961). Um livro bastante interessante sobre a se¢do durea e Os NUMETOS
de Fibonacci foi escrito por Huntley (1970).

Problemas
8.1.1. Determinar os limites dos seguintes termos, quando # tende para infinito

[ 3\(, 100\ [V )
o )[4 2 i WL 3

a) ( . n ) ( n ,J’ b) 1-.1 nll [ n o J
2n+5 an® +400n
Sl Wil G
Tn—'5 . T A

8.1.2. Para que nimeros convergem os seguintes termos, quando m tende para

infinito?

[ 2 A B\ [ 4 \V/f 5
R [ < -TJ(1+ e I e [ =t S U

\ m m- )\ m | m I\ m /
. 21 —100m o p—m-—m’
) —, =
) 28+ 10m 9 g+m—m’ (9+0)

8.1.3. Seja h = 1/n e n — co. Determinar
; 4—h . 4h—h?
ol bl =%
h—1)* —1 . (x+hP=x?

c) ll'mE ) —, d) lim L - :

n=0 (h+3?—=9 h—0 h
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8.1.6.

8.1.7.

8.1.8.
8.19.

8.1.10.

82.1.

8.2.2.

8.2.4.

Determinar
—2(L+h? . 4—(2+h)
a) lm Ao allA 1—2} . b) lim - —{_2—+ ) G
h—-0 —3+3(1—h) -0 1 —(1—=Hh)*
3h— D (3h+1)+1 X4k} X1
¢) lim Bh—1)l5 & ) 94 d) lim (x+h"—x"
R0 (.311-—1}{!1-—2]—2 h—0 h

Determinar o limite de a,, = n/(n® + 1)/? quando n —> °°.
(Sugestdo: dividir o numerador e o denominador por 7).

YA
Determinar lim L .
n—a 3”

I i =
.5+ 5
Determinar lim L— Bl —l’—
h-0 h
(Sugestdo: multiplicar o numerador ¢ o denominador por 5 + h + /5.

1 F
Seja x > 0. Calcular o limite de E(V’x + h -+/x) quando 2 —~ O.
Como se comportam os seguintes termos, quando n —> =?
a) 100()" . by (=3, o) (54,
d) (141073, e) (1—1077)".

Para estudarmos um problema de procriagdo consangiiinea, Kempthorme
(1957, Pag. 86) utiliza a sequéncia
F,= ?‘i—s [1—(s/2]+(s/2rFo, n=123, .

onde 0 < 5 < 1. Determinar o comportamento do limite de F, quando
n tende para infinito.

{ ] \3n h
Calcular a) lim Lx o ,—) 5 T
— D l s

b

, 1
Calcular lim (l + = ) :
n—x in
(Sugestdo: substituir n por N3 e fazer N > =.)
sen 5 h

3. Calcular lim ——.
h=0 h

(Sugestdo: substituir /z por k|5 e fazer k—0.)

';-.‘\
lim (1 2 ) 9
N— N

/

Qual é o




VS + h o+ \/5).
a0 h - 0

!

i (5/4)",

baea, Kempthorne

it de F,, quando

8.3.1.

8.3.2.

8.3.3.

8.34.

8.3.5

8.3.6.

8.3.7.

8.3.8.

Calcular as seguintes somas parciais

a) 1+1/341/9+1/27+1/81 +1/243
b) 2+2/114+2/112 + - +2/11°
€) 1—1/2+1/4—1/8+1/16—1/32 +1/64.

Encontrar uma expressdo compacta para as seguintes somas parciais
a) l+r+ri4---4r10°

b) 1—r+ri—r4rt—... 410

c) I/s+ 1/ +1/s3+ - 1/5"

d) e+e/S+e/5%+ - +¢/5.

Calcular as somas infinitas

a) 14+r+r*+r*+ ... admitindo-se que |r| < 1

b) c+e24¢/22+¢/23 + -

¢) 1+1/s+1/s*+1/s*+ -.- admitindo-se que [s| > 1.

Calcular as somas infinitas

a) l—r+r2—ri4rm—... (—l<r<+1),
b) a+a/p+a/p’+a/ipP+--- (p>1),
¢) 1+n+n®+n°+n'"24... (—1<n<l).

Ao procurar determinar o tempo de vida média de 1 gene deletério, Li

(1961, Pdg. 150) foi levado a seguinte soma infinita
U=1+2w+3w2+4dw’+ -

onde 0 < w < 1. Encontrar uma expressio compacta para U.

(Sugestdo: determinar primeiro a diferenga U - wU).

Determinar a soma da série infinita
S=A-24*+3A43—-44%+-.- (4|<))
calculando primeiro / = § + AS.

O isétopo do Césio, Cs'”, perde anualmente 2,3% da sua massa por
degradag@o radioativa. Cs'®” & um poluente perigoso contido no residuo
radioativo. Admitamos que a cada ano a mesma massa M de Cs'®7 & libe-
rada ao meio. Qual a massa total que se acumular4: (a) depois de n anos;
(b) quando for alcan¢ado o equilibrio (n — )? (Adaptado de Woodwell,
1969.)

Em 1972 o consumo mundial de 6leo mineral foi de 2,7 x 10° t (toneladas
métricas). O aumento anual foi de 5,1%. As reservas totais de 6leo cru na
Terra (incluindo as conhecidas e desconhecidas) sdo estimadas em 700 x 10°t.
Se o aumento anual permanecer constante quando se esgotardo as reservas?
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839. No Iraque. um envenenamento epidémico por metilmercirio matou 459
pessoas em 1972. Seres humanos se tornaram expostos ao veneno quando
ingeriram pdo caseiro, acidentalmente preparado com trigo tratado com um
fungicida de metilmercurio. Os sintomas apareceram somente apds semanas
de exposi¢do. Admitamos, para simplificar, que uma pessoa ingira uma dose
constante didria d de veneno e que uma certa percentagem p do veneno
acumulado seja excretada diariamente. Encontrar uma forma que relacione
a quantidade de veneno estocado no corpo ao numero de dias (Adaptado
de Bakiretal., 1973.)

8.3.10. Utilizando o teste da razdo provar que a série

1 1 1 1

i3 T arE t @y d @3

¢é convergente.

8.3.11. Mostrar que a série

2 3 fI4

1 a a a
B gl i o +_3T+4_1_+

12
¢ convergente para todos os valores 2 € IR
8.4.1. Como se comporta o limite de 3/(2 - x)
a) quando x T 2, b) quando x | 2.
8.4.2. Qual o comportamento do limite de 1/x?
a) quando x 1 O, b) quando x | 0.

843. O tecido vivo somente pode ser excitado por uma corrente elétrica, se a
corrente alcanga ou excede um certo valor critico que representamos por
i. O limite i depende da duragdo t do fluxo da corrente. A lei de Weiss
afirma que i = g/t + b com constantes positivas a € b (cf. Defares et al,,
1973 Pég. 73). Descrever o comportamento do valor critico i quando ¢ se
aproxima de zero e quando ¢ tende para infinito.

8 4.4. Discutir o comportamento do limite de f(x) = 2x/(x* - 4) para x 1 2,
x 42, x 1(-2), e x{(-2). Tragar uma grifico de f(x).

8.4.5. Um morcego emite ondas ultra-sonicas, que sao refletidas por uma mariposa
e o eco detectado pelo morcego. Mostrar que a intensidade do eco ouvido
pelo morcego € inversamente proporcional 4 quarta poténcia da distancia
r entre o morcego e o inseto. [ Sugestdo:usar a Formula(8.4.5).] [ Adaptado
de Jarman (1970, Pag. 28). ]

*8.5.1. Mostrar que a soma parcial dos mimeros de Fibonacci @, dadoscomo em

(8.5.1) podem ser escritos na forma
a+a,+ay+-+a,=a,.,—1.

(Sugestdo: adicionar as seguintes igualdades @; = a3 - @3, 42 = 03 ~ @3
etc.)

*8.5.2.

*8.53.

*8.5.4.

*8.5.5

*8.5.6

*8.5.7
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h = d4 —ad;

T8:5.2,

*8.5.3.

*8.5.4.

“8.5.5.

*8.5.6.

*8.5.7.

Ainda, para os nimeros de Fibonacci, demonstrar que

a) a,‘+az+ags+---+ay,-,=4a,,

b) a;+as+ag+---+a;,=a,,,,—1.

(Sugestdo: adicionar as igualdades a;, = a,, a3 = a4 - a5, s = ag - a4
etc. Para a demonstra¢do de b, usar o resultado do Probl. 8.5.1.)

Considerar a seqiiéncia das seguintes fragdes

1+1 1 ® [
1 1+
B 1+1 13k 1
141
Mostrar que ela é igual a seqiiéncia 1/b,, 1/b,, 1/bs, ... ,onde b, b,, b, ...
sdo dados por (8.5.4).
Com b, = 1, b, = 2 e aFormula (8.5.7) mostrar que I < b, <2

para todos os niimeros naturais #.

Seja ¢, definido por (8.5.6). Suponhamos que » = 1/2 (1 + +/5), isto
é, satisfaga a Eq. (8.5.10). Verificar que
1 b—1

anl—b+—— —:—(‘"_ — !
b+e, Yb+ec,,

Com o resultado do problema anterior, concluir que
a) le,| < 0,7 paratodo n = 1,2,3,... ¢
b) ¢, > 0 para n - o,
Apresentamos, sem demonstragdo, uma férmula para os nimeros de Fibonacci
a,. Seja b = 1/2(1 +/5) e ¢ = 1/2(1 - +/5). Entio,
a,= L,—(b"— c").
/5

!

Testar esta formula para » = 1 e n = 2. Usar a férmula para demons-
trarque b, = a, , ;/a, tendea b quando n — .

] F o4
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*8.5.2. Ainda, para os numeros de Fibonacci, demonstrar que

*8.5.3.

*8.5.4.

*8.5.5.

*8.5.6.

857

a) g +az+as+- -1 =02,

b) a,+a, +-a(-‘+---+a:":a2"+,—l_

(Sugestdo: adicionar as igualdades @, = @;, @3 = @4 ~ @3, 45 = ds ~d4
etc. Para a demonstragdo de b, usar o resultado do Probl. 8.5.1 A

Considerar a seqiiéncia das seguintes fragdes

1 l 1
1 Y —, ————————, ¢&iC.

S T 1 1
fefroiie [ S
Jr1-4—1 ¥ 1

]__
Y

Mostrar que ela é igual a seqiiéncia 1/by, 1/b3, 1/bs, ..., onde by, by, b3, ...
sdo dados por (8.5.4).

Com b; = 1, b, = 2 e aFormula (8.5.7) mostrar que 1< b, <2
para todos os niimeros naturais 7.

Seja ¢, definido por (8.5.6). Suponhamos que b = 1/2 (1 + +/5), isto
é, satisfaca a Eq. (8.5.10). Verificar que

1 h—1
—1—b+— =

¢ —-c,_ —
" b+c,_, Ybh4c,

Com o resultado do problema anterior, concluir que
a) ¢, | < 0,7 paratodo n = 12,3, 8
b) ¢, > 0 para n > °=.

Apresentamos, sem demonstragdo, uma férmula para os numeros de Fibonacci
a, Seja b = 1/2(1 ++5)ec=1/20 -+/5). Entio,

1
e R i (b" — (’"] 3
/'S

Testar esta formula para n = 1 e n = 2. Usar a formula para demons-

fa. tendea b quando n — .

trar que b, = a, , 1/

n



