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Soma Direta e Projecao

Esta secdo trata da decomposicdo de um espaco vetorial como soma
de subespacos independentes, mostra que essa decomposicdo equivale
a definir um operador idempotente no espaco e estabelece a conexdao
entre projecoes e involucoes, ou simetrias.

Na Secao 2, vimos que se F; e F, sdo subespacos do espaco vetorial
E, o subespaco vetorial de E gerado pela reunido F; U F, é o conjunto
Fi + F, de todas as somas u + v, onde u € F; e v € F,. No caso
particular em que F; NF, = {0}, escreve-se F; & F, em vez de F; + F,,
diz-se que F; ® F, é a soma direta de F; com F, e prova-se (Teorema
2.1) que a condicdo F; N F, = {0} equivale a dizer que u+v = u' +V/,
comu,u’ € Fyev,v € F), implicau=u"ev =1V

Existe uma nogéo analoga a de soma direta, que é o produto car-
tesiano E; x E; de dois espacgos vetoriais E; e E;. Aqui E; e E; ndo
precisam ser subespacos vetoriais do mesmo espago E. Os elemen-
tos do conjunto E; x E; sdo os pares ordenados (u,v), onde u € E;
ev € E;. As operacdes que tornam E; x E; um espacgo vetorial sdo
definidas por

(‘LL,V) + (u/»vl) = (‘LL +UI,V +V,), (X(U,V) = (ocu, (X\/),

para quaisquer w,u’ € Ej, v,v' € E; e « € R. O vetor nulo de
E; x E; é o par (0,0) e o inverso aditivo de (u,v) é (—u,—v). Se
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{Wwg,...,umt € Ey e {vy,...,vn} C E, sdo bases, é imediato consta-
tar que {(u,0),..., (Wm,0),(0,v1),...,(0,vn)} C E; x E; é uma base,
de modo que dim(E; x E;) =dim E; + dim E;.

Se Fy e F, sdo subespacos vetoriais de E, com F; N F, = {0}, entéo
a transformacao linear

A:F XF2—>F]@F2,

definida por A(u,v) = u+v, u € F, v € F,, é um isomorfismo,

como se verifica facilmente. Se {u,...,un} C Fr e {vi,...,vpi} C F,
séo bases entdo a base {(u,0),..., (um,0), (0,v1),...(0,vy)} de F; xF,
é transformada por A no conjunto {uj,...,umn,vi,...,vn} 0 qual é,

por conseguinte, uma base de F; & F,. Segue-se que dim(F; & F,) =
dim F{ +dim F, = m +n.

No caso mais geral, em que a intersecdo F; N F, dos dois subes-
pacos Fi,F, C E néo se reduz necessariamente ao vetor nulo, a soma
Fi + F, pode ndo ser uma soma direta mas, mesmo assim, esta bem
definida a transformacéo linear

A:F] XF2—>F1—|—F2,

onde A(u,v) =u+vparau € F; ev € F,. Obviamente, A é sobreje-
tiva. Seu nucleo é formado pelos pares (u,v) tais que u +v = 0, isto
é,v=—u, logo u e v pertencem ambos a F; e a F,. Noutras palavras,
N(A) = {(u,—u);u € F; N F,}. A correspondéncia u — (u,—u) é um
isomorfismo evidente entre F; N F, e N (A). Pelo Teorema do Ntcleo
e da Imagem, temos

dim F; +dim F, = dim(F; x F;)
=dim N(A) + dim(F; + F,)
=dim(F NF) +dim(F + F,).

Isto nos permite enunciar o

Teorema 7.1. Sejam F; e F, subespacos de dimensdo finita de um
espaco vetorial E. Tem-se dim F; + dim F, = dim(Fy N F) +
dim(F; + F).

A nocio de soma direta esta intimamente ligada a nocéo de pro-
jecdo. Se E = F1&F, é a decomposicéo do espago vetorial E como soma
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direta dos subespacos F; e F,, define-se o operador linear P: E — E,
projecdo de E sobre Fy, paralelamente a F,, do seguinte modo: todo
vetor w € E se escreve, de modo dnico, como soma w = u + v de
um vetor u € F; com um vetor v € F,. Pde-se entdo Pw = u. (Veja
Fig. 7.1.)

Figura 7.1.

O operador linear P: E — E assim definido tem imagem F; e
nucleo F,. Além disso, como se vé facilmente, P é idempotente, isto
é, P2 = P. O teorema seguinte mostra que, reciprocamente, todo
operador linear idempotente é uma projecéo.

Preliminarmente, observemos que se P> = P entdo, para todo
w € Im(P), tem-se Pw = w pois w € Zm(P) = w = Pv = Pw =
PPv =Pv =w.

Teorema 7.2. Seja P: E — E um operador linear. Se P? = P entdo
E é a soma direta do niicleo com a imagem de P. Além disso, P é a
projecao sobre Tm(P) paralelamente a N (P).

Demonstracao: Todo v € E escreve-se como soma v = (v — Pv) + Pv,
onde Pv, evidentemente, pertence a Zm(P) e, como P(v — Pv) = Pv —
PPv = Pv — Pv = 0, vemos que v — Pv € N(P). Portanto E = A/(P) +
Im(P). Se w € N(P)NZm(P), por um lado tem-se Pw = 0 e, por
outro, Pw = w; logo w = 0. Assim N (P) NZm(P) = {0} e tem-se a
soma direta E = A (P) ® Zm(P). A ultima afirmacéo do enunciado é
6bvia. O
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Exemplo 7.1. Para todo operador linear A: E — E num espaco
vetorial de dimensio finita vale a relacdo dim E = dim NV (A) +
dim Zm(A). Isto porém néo implica que se tenha sempre E = N'(A)®
Im(A). Por exemplo, se A: R? — R? é definido por A(x,y) =
(x —y,x —y) entédo, tomando w = (1, 1), temos w = Av, com v = (2,1)
e Aw =0, logo N(A) NZm(A) contém o vetor ndo-nulo w.

Outro exemplo de operador linear que esta ligado a decomposicéo
de um espaco vetorial como soma direta de dois subespacos é forne-
cido pelas involucoes.

Uma involucdo é um operador linear S: E — E tal que S = I, ou
seja, S(Sv) = v para todo v € E.

Noutras palavras, uma involuc¢éo é um operador invertivel, igual
ao seu proprio inverso. Um exemplo de involucéo é a reflexdo (orto-
gonal) no plano em torno de uma reta que passa pela origem.

Veremos agora que toda involugdo é a reflexdo em torno de um
subespaco, paralelamente a outro.

Teorema 7.3. Seja S: E — E uma involucdo. Os conjuntos F; =
{fue EESu=ule F, = {v € E;Sv = —v} sdo subespacos vetoriais e
E=F@F,. Paratodow =u+v,comu € Fyev e F,tem-se Sw =u—v.
Além disso, P = %(S + 1) é a projecao sobre Fy, paralelamente a F,.
(Veja Fig. 7.2.)
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Demonstracao: Para todo w € E, podemos escrever w = u+v, onde
u=(w+Sw)/2ev=(w—Sw)/2. Como S? =1, é claro que Su =ue
Sv=—v,ouseja,ucFevekF,. E claro também que FiNF, ={0}e
quew=u+v=Sw=u—vseuc F eveF, Finalmente,

1 1
P:z(s+1):>P2:Z(SZ+28+I)
1
_Z(ZS+ZI)
]
==(S+1I) =P
S(S+1)
Vé-se facilmente que o nucleo de P é F, e a imagem de P é F;. O

Na situacédo descrita pelo Teorema 7.3, diz-se que a involucéo S é
areflexdo em torno do subespaco F;, paralelamente a F,. O caso mais
comum de reflexdo é aquele em que se tem dim E =n,dim F; =n—1
edim F, = 1, de modo que S é a reflexdo em torno do hiperplano F,
paralelamente a reta F;.

Exercicios

7.1. No plano R?, considere as retas F; e F,, definidas respectiva-
mente pelas equacdes y = ax e y = bx, com a # b. Em seguida:

(1) Exprima cada vetor v = (x,y) € R? como soma de um vetor em
F; e um vetorem F, .

(2) Obtenha a matriz (em relacdo a base canonica) da projecéo
P: R? — R?, que tem F; como nicleo e F, como imagem.

(3) Ache a matriz da reflexdo S: R? — R?, em torno da reta F,,
paralelamente a F; .

7.2. Se P,Q: E — E séo projecoes e PQ = QP, prove que PQ é uma
projecéo cujo nucleo é V' (P)+ AN (Q) e cuja imagem é Zm(P)NZm(Q).
7.3. Exprima um vetor arbitrariov = (x,y,z) € R3 como soma de um
vetor do plano Fy, cuja equagdo é x +y —z = 0, com um vetor da reta
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F,, gerada pelo vetor (1,2,1). Conclua que R?> = F; ¢ F,. Determine
a matriz (relativa a base canénica) da projecdo P: R? — R3, que tem
imagem F; e ntucleo F, .

7.4. E dado um operador linear P: E — E. Assinale verdadeiro (V)
ou falso (F):

( ) Se E=N(P)@®ZIm(P)entido P é uma projecio.

( ) Se E =N(P)+ZIm(P) entdo P é uma projecéo.

( ) Se P é uma projecdo entdo I — P também é.

( ) Se P é uma projecdo entdo Zm(P) = N(I — P) e N(P) =

Im(I—P).

7.5. Se N(P) = Zm(I — P), prove que o operador linear P: E — E é
uma projecao.

7.6. Mostre que

o O =
o O = O
S o0 Q9
o o a o

0

é a matriz (na base candnica) de uma projecdo P: R* — R*. Escreva
as equacoes que definem o nucleo e a imagem dessa projecéao.

7.7. Prove que o operador P: R? — R?, dado por P(x,y) = (—2x —
4y, %x + 3y) é a projecdo sobre uma reta. Determine o ntcleo e a
imagem de P.

7.8. Considere o operador linear A: R®> — R3, dado por

A(x,y,z) = (40x + 18y — 6z, 18x + 13y + 12z, —6x + 12y + 45z).
Mostre que P = % - A é uma projecdo, que Zm(P) é um plano e
determine a equacao desse plano.

7.9. Sejam F;, F, subespacos vetoriais de E, com dim F; + dim F, =
dim E (dimensoes finitas). Prove que E = F; © F, se, e somente se,
FiNk = {0}
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7.10. Seja A: E — E um operador linear num espacgo vetorial de
dimensio finita. Prove que E = N(A) ® Zm(A) se, e somente se,

N(A) =N (A2).

7.11. Suponha que o espacgo vetorial de dimenséao finita E admita
a decomposicdo E = F; @ -+ @& Fy, como soma direta de subespacos
vetoriais. (Vide Exercicio 2.33.) Para cadai=1,...,k, escreva G; =
FTo---®F 1 ®F ®---®Fechame de Pi: E — E a projecdo sobre
F;, paralelamente a G;. Prove que Py +--- +Px =1eP;P; =0sei#j.

7.12. Sejam Py,...,Px: E — E operadores lineares tais que
Py +---+ P =1ePP; = 0sei # j. Prove que esses operadores
sdo projecoes.

7.13. Sejam P,Q: E — E projecdes. Prove que as seguintes afirma-
coes sdo equivalentes:
(a) P+ Q éuma projecéo;
(b)  PQ+QP=0;
(¢ PQ=QP=0.
[Para provar que (b) = (c), multiplique a esquerda, e depois a
direita, por P.]

7.14. Prove que o produto de duas involug¢des é uma involucéo se, e
somente se, elas comutam.

7.15. Mostre que os seguintes operadores sdo involugbes e
determine, em cada caso, a projecdo correspondente na forma do
Teorema 7.3.

(@) S: F(R%LR) — F(R%GR), Sf =%, f*(x,y) = f(y, x).

(b) U: F(RHR) = FRYR), Uf =7, fix) = £(1/x).

(€ V:R™ 5 R™ V(X1y.eeyXn) = (—X1yeeey =Xk, Xkt Ty o« oy Xn)-
7.16. Se o espaco vetorial E tem dimensdo finita, prove que para

todo subespaco F C E existe (pelo menos) um subespaco G C E tal
que E =F&G.
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7.17. Seja E = F; & F,. O grdfico de uma transformacédo linear
A:F; — F, é o subconjunto G C E formado pelas somas v + Av, onde
v € F;. Prove que G é um subespaco vetorial de E e que a projecéo
P: E — Fy, restrita a G, define um isomorfismo entre G e F;. Recipro-
camente, se G C E é um subespaco vetorial tal que a restricao de P
a G é um isomorfismo de G sobre Fy, prove que G é o grafico de uma
transformacéo linear A: F; — F,.

7.18. Diz-se que XUY = Z é uma particdo de Z quando XNY = (). Se
JUK ={1,...,n} é uma particdo, prove que R™ = R/ ¢ R¥, onde R e
RK sdo os subespagos vetoriais de R™ gerados pelos vetores e;, j € J e
pelos vetores ey, k € K respectivamente. Seja F C R™ um subespaco
vetorial. Prove que existe uma particdo J UK = {1,...,n} tal que F
é o grafico de uma transformacio linear A: R/ — RX, onde dim F =
numero de elementos de J.

7.19. Seja P: E — E uma projecao. Prove que os vetoresve (1 —t)v+
tPv, para todov € E e todo t € R, tém a mesma imagem por P.

7.20. Sejam P, Q: E — E projecdes. Se P + Q for ainda uma projecao,
prove que Im(P + Q) = Im(P) @ Im(Q). Considerando as projecoes
P,Q: R? = R% com P(x,y) = (x,0) e Q(x,y) = 3(x +y,x +y), mostre
que a reciproca é falsa.

7.21. Prove que todo espaco vetorial de dimenséao finita é soma di-
reta de subespacos de dimenséo 1.



