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10.1 Projecao ortogonais sobre subespacos

No ultimo capitulo, estudamos projegdes ortogonais e vimos que a projecéo ortogonal de 7 na diregao de um vetor s pode ser
calculada por

g (10.1)
w - w

Vamos trabalhar geometricamente: suponhamos que o plano

W=span{$1,a’2} (10.2)

e I o - = . ) .
e que os vetores Wy e wga sdo ortogonais. Em outras palavras, { w1, wa pé uma base ortogonal de W. Como veremos abaixo, o Processo

de Gram-Schmidt fornece um algoritmo para obter uma base ortogonal de um espago vetorial a partir de uma outra base qualquer de modo
que sempre é possivel considerar uma base ortogonal e, entdo, conseguimos calcular projegoes.

A projecgao ortogonal sobre o subespaco W, denotada por projy 7, ¢é definida como
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Notamos que este vetor pertence a W, ja que é uma combinagéo linear dos elementos de uma base de W. Mas mais fundamental é o fato
de a projecio ser feita em uma diregdo ortogonal ao plano: passamos a verificar que

v - Projw Y éortogonala W. (10.4)
Qualquer vetor de W pode ser escrito como
o _ - oW
=S Wit wa (10.5)
w1 Wi W W2

Exercicio 8. Utilize as propriedades do produto escalar e a ortogonalidade da base {ﬁl, E’z} para verificar que
W - (¥ — projw ¥ )=0. (10.6)
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1
V=1 (10.7)
1
sobre o plano gerado pelos vetores
4 1
di=|2| e Wa=]|5]. (10.8)
-7 2

Observamos inicialemente que somos permitidos de usar a formula acima, ja que os vetores w; e W, formam uma base ortogonal de W:

Wi Wa=4+10—14=0. (10.9)
Calculamos
- = - =
_ ywa — v-wa = 4427 — 1+5+2 —
Projw ¥ =5 Wit orns W2= g Wit g W2
4 1 24/115
__1 4 _
=—L|2|+4]|5[=]30/23
-7 2 73 /115

Desenvolvemos acima o conceito de projegio ortogonal sobre um subespaco do espago R® de dimens#o trés apenas pela conveniéncia da

visualizagdo geométrica. Na verdade, o conceito pode ser definido em qualquer dimens&o.

Seja W C R® um subespago vetorial de dimensao k e {E’l, E)z, ceey E)k} uma base ortogonal de W. Dado um vetor Y ER" qualquer,

definimos a projecédo ortogonal de % sobre W como

»_ 4w vouh o vu o
projy y = S——- w1+ S5 —— Wit o+ Wi (10.10)
wi- W1 W W2 Wg+* Wp
Pode-se verificar, como no Exercicio 8 acima, que
ﬁ'(ﬂ)—projwﬂ)): 0, paraqualquer & € W, (10.11)

isto é, a projecao projy ? pertence a W e ? — projw ? é ortogonal a todo elemento de W, assim como nossa intuigdo esperaria.

Exemplo 94. Calcular a projecéo do vetor

1
0
v=|-1 (10.12)
-3
2
sobre o espago tridimensional W gerado pelos vetores
0 1 2
4 0 -3
di=|o|, da=|2]| e Wi=]0]. (10.13)
6 0 -2
0 -1 2
Observar que a base {5)1, Wa, 5)3} de W é ortogonal! Devemos entédo calcular
= = = = - =
projy ¥ =22 Wi+ IR w2 W,
e it G it e 9
0 1 2 9/14
4 0 -3 —552 /175
=-2]o|-3fz2|[+4|0]= -1
25 2 7
6 0 -2 —578 /175
0 -1 2 23 /14

Confira estas contas com uma calculadora (os coeficientes dos vetores nem sempre sdo bonitinhos!)
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