IMECC/Unicamp — Programa de Pés-Graduacao em Matematica
Exame de Qualificagao ao Mestrado
Disciplina: MM720 - Analise no R"”

Nome:

1. (a) (0,2 pontos) Seja f:U C R™ — R e p € U. Defina diferenciabilidade de f em p.

(b) (1,8 pontos) Para quais valores de a € R a fungao
In(1 + z2y*25)
fla,y,2) = (@ +y?+22)e

0 ) (x7 y7 Z) = (07 07 0)7

, (2,9,2) # (0,0,0),

é diferenciavel? Para quais ela nao é7

2. Seja f: U C R™ — R” uma aplicacdo de classe C'.
(a) (0,3 pontos) Quando f é uma imersao? Quando f é uma submersao? Dé exemplos.
(b) (0,7 pontos) Seja f : R?® — R? dada por f(z,y,2) = (x +y+ 2,22 +y> + 22,23 + 3> + 23).
Descreva o conjunto dos pontos de R? onde f tem posto constante igual a 3.

(¢) (1,0 pontos) Suponha que f tem posto constante. Mostre que f é localmente injetiva se, e
s se, é uma imersao.

3. (2,0 pontos) Seja U um aberto simplesmente conexo de R? e considere o sistema de equacdes
diferenciais

Doty = l(r).u),

d

V0 = g(x(t),y(),
onde f, g sdo de classe C! em U. Suponha que f;(z,y)+ gy(z,y) ndo muda de sinal em U. Mostre
que nao existem solugoes periddicas (contidas em U) para o sistema (1). Dé um exemplo deste
fato, usando f, g fun¢bes nao-lineares.

Dica: Suponha, por absurdo, que exista uma solugdo periddica y(t) = (x(t),y(t)) (ou seja, v é uma curva fechada).

(1)

Seja R a regigo interior a curva y. Aplique o Teorema de Green.

2T 2w
4. (a) (0,8 pontos) Calcule / / sen?(6) cos(¢)sen(¢) df do.
o Jo
(b) (1,2 pontos) Seja T? = S x 1 c R* é o toro descrito por
T? = {(z,y, z,w) € RY; 22 +¢% = 2* + w? = 1}.

Calcule / zyzdw N dy.
T2

5. (a) (0,4 pontos) Enuncie o Teorema da Funcao Inversa e o Teorema da Fungao Implicita.

(b) (0,6 pontos) E verdade que se uma funcdo f : RZ — R? de classe C2 ¢ localmente invertivel
em p, para cada p € R?, entdo ela é bijetora? Mostre ou dé um contra-exemplo.

(c¢) (1,0 pontos) Mostre que o sistema
w? 222+ 22 -6 = 0,
wrY — TYZ = 0,
pode ser resolvido em termos de w = w(y,z) e * = z(y,z) numa vizinhan¢a do ponto

(z,y,z,w) = (1,2,1,1). Calcule as derivadas parciais de w e x nestes pontos.

Justifique todas as suas respostas. Boa prova!



Qualificacao 2017 Mestrado - Topologia Geral

Nome:

RA:

Exercicio 1

Seja B o conjunto dos intervalos [a,b) C R
(a) Demonstrar que B é base para uma topologia A sobre R.

Considere como X o espago topoldgico (R,.4) e com Y a reta real com a usual topologia eucli-
diana.

(b) Demonstrar que a aplica¢ao identidade de R fornece uma aplicagdo continua a : X — Y,
mas a inversa de « nao é continua.

(c) Achar todas as componentes conexas de X

(d) Demonstrar que nao existe uma base numeravel pela topologia .4

Exercicio 2

Considere os seguintes subconjuntos de R?:
o C={(z,y) : 2> +y* =1}
e D={(z,y) : 22 +y?> <1}
o F'={(z,y) : 2* +y*> > 1}

Para cada um dos espagos topologicos seguintes, dizer se for de Haussdorff, compacto, conexo ou
conexo por caminhos, justificando a sua resposta

(a) X =R?/C
(b) Y =R?/(CUF)
(c) W=R2/F

(d) Z=(CUF)x {0)U (U, Dx {1} cr?



Exercicio 3

Demonstrar que todo espago conexo por caminhos é conexo, mas nao todo espago conexo ¢é

conexo por caminhos.

Definir o conceito de Grupo Fundamental e explicar porque nao é possivel descrever ele sem a
escolha de um ponto base.

Demonstrar que se X é um espago conexo por caminhos, os grupos fundamentais 7(X,z) e
m(X,y) sado grupos isomorfos para toda escolha de pontos =,y € X

Sabem dizer porque o resultado anterior nao é verdadeiro se X é conexo, mas nao por caminhos?

Demonstrar que se X e Y s@o dois espagos conexos por caminhos, o grupo fundamental do
produto X x Y é isomorfo ao produto direto dos grupos fundamentais de X e Y.

Calcular, explicitando todos os detalhes, o grupo fundamental do circulo, e deduzir o grupo
fundamental do torus.

Enunciar e demonstrar o Teorema do ponto fixo de Brouwer no plano

Exercicio 4

Definir o conceito de espaco de Hausdorff

Seja Y o espago quociente de um espago topolégico X relativo a uma aplicagdo continua f :
X — Y. Demonstrar que se X é compacto e de Hausdorff e f é fechada, entdo Y é compacto e
de Hausdorff.



