Exame de Qualificacao, Mestrado
Algebra Linear, 28 de julho de 2017

1. Seja V = M,,(F) o espago vetorial das matrizes n x n sobre os complexos, definimos tr(A) = a11 + ase +
~o++ apy o tragode A € V.

a) (0,5 pt) Mostrar que tr: V — F é um elemento do espaco dual V* de V. Mostrar que ainda tr(AB) =
tr(BA) para quaisquer A, B € V.

b) (1 pt) Se f € V* satisfaz f(AB) = f(BA) para quaisquer A, B € V, mostrar que f e tr sdo linearmente
dependentes em V'*.

¢) (0,75 pt) Mostrar que g(A4, B) = tr(AB) é uma forma bilinear e simétrica em V. Ela é degenerada?

d) (0,75 pt) Seja ey, ea, ..., e (k = n?) uma base de V e seja u1, uz, . . ., uj a base dual em relacio a g (isto
é, g(es,u;) =0se i # jegle;e;) =1). Mostrar que para toda matriz A € V vale Zle eijAu; = tr(A) - Ip.
(Dica: Mostrar primeiro a afirmacao quando a primeira base de V consiste das matrizes E;;, e depois fazer
a mudanga da base. Como vai alterar a base dual da primeira base?)

2. Seja T uma transformacdo linear no espaco vetorial V' = C*, e suponha que na base candnica ela tem
matriz

4 -2 9 =2
1 1 4 -1
A= 0 0 2 0
1 -1 5 1

a) (1 pt) Encontrar a forma canénica de Jordan J da matriz A.

b) (1 pt) Encontrar uma base de V' onde a matriz de T' seja igual a J.

3. Uma transformacdo linear P:V — V no espaco vetorial V é projeciao se P2 = P; uma transformacio
linear S:V — V em V ¢é involucdo se S? = Id, a identidade.

a) (0,5 pt) Assumindo o corpo F tal que 1 # —1, mostrar que P é projecao se, e somente se S = Id — 2P
é uma involugao.

b) (1 pt) Mostrar que se P é uma projegio em V entéo existe uma base de V' que consiste de autovetores
de P. (A dimensao de V néo precisa ser finital)

¢) (1 pt) Seja dimV = co. Para todo ntimero natural k, mostrar que existem P;, Py, ..., Px, projegoes
em V, tais que P;P; = P;P; para quaisquer i e j.

4. Seja V um espago vetorial real com produto interno e sejam aq, as, ..., ax € V, o determinante de Gram
I'(aq,aq,...,ax) é o determinante da matriz k X k que tem na entrada (4, j) o produto interno (a;, a;).

a) (1 pt) Mostrar que I'(a1, ag,...,ar) > 0, com igualdade se e somente se os vetores ay, ag, ..., ai S0
linearmente dependentes.

b) (0,5 pt) Mostrar que I'(a1, as, ...,ar) < |a1|?|az|?- - |ax|*. Quais sdo os casos onde tem-se igualdade?
5. (1 pt) Seja V um espago vetorial de dimensao finita sobre R. Mostrar que existe uma tnica transformacao

linear f:V*®V — End(V) tal que f(g®v)(z) = g(z)v para quaisquer g € V* e v, z € V. A transformagao
f € um isomorfismo? (Justificar!)
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Incluir na prova todas as contas feitas nas resolugdes. Respostas ndo acompa-
nhadas de argumentos que as justifiquem nao serao consideradas.
Bom Trabalho!

Escolha 5 das 7 questoes abaixo.

Questao 1. Seja X um espaco de Hausdorff. Mostre que se K7 e K5 sao compactos
disjuntos em X, entao existem U e V abertos disjuntos de X tais que K1 C U e
Ky eV.

Questao 2. Sejam X e Y espagos topoldgicos nao vazios, com Y Hausdorff. E
sejam f, g: X — Y fungdes continuas.

a) Mostre que o conjunto {z € X : f(z) = g(z)} é fechado em X.

b) Mostre que se f(x) = g(x) em um subconjunto D denso em X, entao f(z) = g(x)
em X.

c) Mostre que se X é conexo, entdo f(X) é conexo.

d) Mostre que a imagem de cada componente conexa de X por f esta contida em
uma componente conexa de Y.

Questao 3. Prove o Teorema de Tychonoff: O produto de espagos topoldgicos
compactos é um espago topolégico compacto.

Questao 4. Sejam X um espago topoldgico e () ea uma rede em X. Para cada
AeAsejaBy={z, : p>A}tesejaB={By : A€ A}

a) Mostre que B é uma base de filtro em X.

b) Mostre que x — x se, e somente se, B — .

Questao 5. Seja O(n), n > 2, o conjunto das matrizes A de dimenséo n x n tais
que AA! = A*A = I. Considere O(n) como subespaco topoldgico de R™”. Mostre
que O(n) é compacto e desconexo.

Questao 6. Seja f : [0,1] — S™, n > 2, um lago em g € S™. Assuma que f
é homotdpico a um lago g : [0,1] — S™ em zy que nao é sobrejetor e prove que
71 (S™) = {0}, para n > 2.

Questao 7. Mostre que 71(S?) = 0, 71 (RP?) = Zg e que m(SO(3)) = Zs.
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1. Prove o Lema de Morse: Seja f : U C R® — R uma aplicacao diferenciavel de classe C'*°
e seja p € U um ponto critico ndao-degenerado de f com f(p) = 0. Mostre que existe uma
carta local ¢ em torno de p tal que

(fop ™ )a)=—a]—...—a}+a3, +...+ 22,

onde A é o indice do ponto critico, ou seja, a dimensao maxima do subespaco onde a res-
tricao da hessiana é negativa-definida.

2. Seja GL(R™) C L(R™) o conjunto das matrizes n X n invertiveis.
(a) Mostre que GL(R™) é aberto em L(R").
(b) Mostre que a aplicacao f : GL(R") — L(R") dada por f(X) = X1 é diferenciavel e
calcule f'(X).
1 -2

(c) SenzZeA:(2 1

), exiba a matriz 2 x 2 dada por F'(A)(A).

3. Seja U C L(R™) um conjunto aberto. Mostre que det : U — R é uma submersao se, e s6
se, nenhuma matriz em U tem posto menor ou igual a n — 2.

4. Considere a 2-forma em R? \ {(0,0,0} dada por

xdy ANdz+ydz Ndx + zdx N\ dy
(22 + 32 + 22)3/2 .

W =

(a) w é fechada?
(b) Mostre que/ w = —A4r.

52

5. (a) Enuncie o Teorema da Fungao Inversa e o Teorema da Fungao Implicita.

)
)
(¢) w é exata?
)
b)

Mostre que o sistema

22—y —ud+ 0+ 4 = 0,
2y +y? — 20 + 30 +8 = 0,

pode ser resolvido em termos de u = u(x,y) e v = v(z,y) numa vizinhanc¢a do ponto
(x,y,u,v) = (2,—1,2,1). Calcule as derivadas parciais de u e v nestes pontos.

Justifique todas as suas respostas. Boa proval!



