Departamento de Matematica —- IMECC — Unicamp
Exame de Analise Funcional -9 de dezembro de 2013.

Nome:
RA:
1. Questdo. Considere o espago de Banach real C([0, 1]) com a norma || - ||« € defina

M= {f eC([0,1]) | £(0) = 0}.

(a) (0.5) Fixada g € C([0,1]), encontre uma expressdo simples para a classe g+ M € C([0,1])/M.
(b) (0.5) Se || - || é a norma usual em C([0, 1])/M, verifique que

lg+M]| = 12(0)]-

(c) (1.0) Encontre um espago vetorial normado familiar que é isometricamente isomorfo ao espaco C([0,1])/M.

2. Questio. (1.5) Considere novamente o espago de Banach real C([0,1]) com a norma || - || € defina
A:={feC(|0,1]) | f é constante em [0,1]}.

Defina o funcional linear ¢: A — R por ¢(f.) = ¢, onde f. denota a funcdo constante com valor ¢ € R. Sejam
go € C([0,1]) dada por go(x) =xe
B={f.4+21g0|fe€Ae A R}

E possivel encontrar ¢: B — R linear e continuo com | 4= 9¢ @] =[]|? Em caso afirmativo, encontre um tal
funcional.

3. Questao. (1.5) Seja H um espago de Hilbert e A: H — H um operador linear tal que
(Ax,y) = (x,Ay), para quaisquer x,y € H.
Demonstre que A € um operador linear limitado.
4. Questdo. Defina P: L*([a,b]) — L*([a,b]) por
Pf(t) =1f(1).
a) [0.5] Demonstre que P estd bem definido e € um operador limitado.

b) [1.0] Demonstre que P ndo possui autovalores.

¢) [0.5] Para cada g € L?([a,b]) e cada A ¢ [a,b], defina

Verifique que & € L?([a,b]) e que (P— Al)h = g.
d) [1.0] A afirmacdo o (P) C [a,b] é falsa ou verdadeira? Justifique.
5. Questdo. (2.0) Seja X um espago de Banach e A: D(A) C X — X um operador fechado com dominio D(A).
Demonstre que D(A) com a norma
[xllpeay == [lxllx + llAx]lx

¢ um espago de Banach. Demonstre ainda que se 0 € p(A) entdo as normas || - ||p4) €
[[x[la := l|Ax]x

em D(A) sdo equivalentes.

Boa Prova!















Departamento de Matematica — IMECC - Unicamp
Exame de Equacoées Diferenciais Parciais I — 09 de dezembro de 2013.

Nome:
RA:

1. Questio. Seja Q um aberto limitado em R” e seja u € C(Q).
(a)(1.0) Se —Au=Auem Qe u|yo=0com A < 0, entdo u = 0.
(b)(1.0) Seja K € R e suponha que u(x) > K parax € dQ e que Au < 0 em Q. Mostre que u > K em Q.

2. Questdo.(2.5) Encontre a fungfo de Green do semi-espago R = {(x,x,); X’ € R le x,> 0}, onde n > 3.
Para g € C2°(R"!), encontre a solugio do problema

Au =0, em R
u=g, emdR? =R""!"

3. Questdo.(2.0) Sejac € R, g € C°(R") e f € CZ(R" x (0,0)). Encontre uma férmula explicita para uma solugio
do problema
uy — Au+cu = f(x,1), em R" x (0, )
{ u(x,0) = g(x) em R” '

Sugestio: Use a mudanca v = e“u.

4. Questdo.(2.5) Seja U C R" aberto e limitado. Mostre que existe no maximo uma solugio u € C(U x [0,0))
para o problema

Uy —Au=0, em U x (0,00)

u=f,u=g emUx{t=0} .

u=0 em JU x [0,)

5. Questio.(1.0) Seja F € .'(R) tal que (xF, @) = 0, para todo ¢ € . (R); isto é xF = 0 em .¥'(R). Mostre que
existe ¢ € R tal que F = c¢&y, onde & € a delta de Dirac em 0.

Boa Prova!















Exame de Qualificacao ao

) Doutorado
Algebra Nao Comutativa
Dezembro de 2013

1. Definir os conceitos a seguir: anel primitivo , anel simples, anel de divisao,
anel primo. Quais sao as “relagoes” entre esses conceitos?

2. Sejam dados os R-médulos Ap, As, By, Bs, onde R é anel com unidade.
Assuma que A; X As ~ Bj X By é um médulo Artiniano e Noetheriano e
A1 ~ Bi. Mostrar que Ay >~ By como R-médulos.

3. Enunciar e demonstrar o Teorema sobre a densidade.

4. Definir o grupo de Brauer de um corpo. Em particular, definir como é feita
a multiplicagao e como a inversa no grupo de Brauer. Enunciar os teoremas que
permitem usar essas definigoes.

5.Seja R um anel. Descrever de duas maneiras Rad R bem como rad R.

6. Seja R um anel Artiniano & direita. O que pode ser dito sobre os radicais de
R (duas afirmagoes).



Exame Qualificagio - Algebra Comutativa - 11/12/2013

Todos os anéis considerados nesta prova sao comutativos e com identidade nao nula.

1. Responda falso ou verdadeiro a cada uma das afirmagoes abaixo

a)(8pts) Se R é um anel noetheriano , S = R[X] e para todo r € R, dime”% < 1 entao
dimKrull(R) < 1.

b(8pts) Existe ¢ € Q com ¢q ¢ 7Z tal que Z[q] é Z-mbdulo finitamente gerado.

c)(8pts) Sejam K um corpo e R = K[X] o anel de polinomios sobre K. Se existe um R-modulo
finitamente gerado M tal que o seu submodulo de tor¢ao T'(M) é finito e ndo nulo entdo K é um
corpo finito.

d)(8pts) Se (R, m) é um anel local, k = £ ¢ M é um R- modulo de comprimento finito igual a 1,
ie, (M) =1, entao M Qp k ~ M.

e)(8pts) Se num anel R um ideal ndo nulo admite uma decomposi¢ao primaria minimal entao ela
¢ unica.

2. Sejam R um anel, ¢ : R — R™ um R-homomorfismo e A = [p]¢ a matriz,n X n, de ¢ na base
canodnica C. Seja * a seguinte afirmacao:

(%) © é injetora se e somente se é sobrejetora

a)(7pts) Mostre que: i) ¢ ¢ injetora se e somente se det(A) é ndo divisor de zero (regular) em R.
ii) ¢ & sobrejetora se e somente se det(A) € R* (R* ¢ o conjunto dos elementos invertiveis de R).
Conclua que ¢ é sobrejetora se e somente se é bijetora.

b)(8pts) Mostre que: Se R é noetheriano , Spec(R) = o conjunto dos ideais primos de R é infinito
e n € N entao existe R-homorfismo ¢ : R — R™ que é injetora mas nao sobrejetora.

c)(8pts) Se R é noetheriano e dimg,(R) > 2 entdo em R existe um namero infinito de ideais
primos de altura 1.

d)(7pts) Se R é noetheriano e satisfaz a propriedade () entdo R é semilocal (numero finito de
ideais maximais) e dimg(R) < 1. Mais ainda se R é Artiniano entdo R satisfaz (k).

3.(10pts) Seja R um anel. a) Dado um ideal primo p de R. Defina a altura de p e enuncie o
teorema generalizado de Krull para ideais.

b)(10pts) Seja (R, m) um anel local noetheriano e suponha que m = (x1, 29, , x,). Mostre que
dim g1 (R) < n e mostre ainda que:

(xx) se dimgr(R) =n entdo: V ay, - ,ap € R, y=>,xia; € m? < ay, - ,a, €M

¢)(10pts) Aqui suponha que R = K[X,Y] anel de polinémios em 2 variaveis sobre um corpo K e
que I = (X2 —Y?) é o ideal principal gerado por f(X,Y) = X2 — Y2, Chame R = ? = Klz,y],
ondez =X+Tey=Y+Tem= (z,y) o ideal maximal de R gerado por z,y. Mostre que:
dimgri(R) = 1, a altura de m ¢ 1 e que MR = (7, y) Rm satisfaz:

V a,b € R, ax+ by € M?Ry <= a,b € MRy (ie, a reciproca de (*x) ndo é verdadeira)
(Sugestao para a ultima parte de c) verifique que o € R se e somente se existem tinicos

g(y), h(y) € K[y] tal que a = zg(y) + h(y) e conclua que y é regular em R )

Boa Prova



ATENCAO: Nio é permitido destacar as folhas

Exame Qualificacdo Dezembro 2013 - Grupos de Lie.

NOME: RA:

Incluir na prova todas as contas feitas nas resolucoes. Respostas ndo acompanhadas de argumentos
que as justifiquem nao serdo consideradas.

Bom Trabalho!

Escolha 5 questoes das abaixo

1) Seja G um grupo de Lie conexo entao
Ker(Ad) = Cent(G) = {g € G, gh = hg Vh € G}

2) Seja H um subgrupo de Lie de G e denote por b sua 4legebra de Lie. Se gH g~ C H entdao Ad(g)h = b.
3) Seja G um grupo de Lie conexo e smiplesmente conexo e H um subgrupo discreto e normal. Entdo H
isomorfo a 71 (G/H).

4) Seja G um grupo de Lie nilpotente e conexo e g sua dlgebra de Lie. Entéo exp: g — G uma aplicagdo
de recobrimento.

5) Seja G um grupo de Lie conexo e simplesmente conexo com Algebra de Lie g. Seja [G, G] o subgrupo
gerado pelos elementos da forma ghg~'h~! com g, h € G. Mostrar que [G,G] é um subgrupo de Lie
normal, fechado com dlgebra de Lie dada por [g, g]

6) Dado um grupo de Lie conexo e simplesmente conexo G sejam G = é/f‘l eGy = é/Fg comT;, Ty C G
subgrupos discretos centrais de G. Mostre que G € isomorfo a G se, e s6 se, existe um automorfismo
diferencidvel ¢ de G tal que ¢ (') = T's.

7) Seja G um grupo conexo, simplesmente conexo e compacto com algebra de Lie g. Mostre que o grupo
dos automorfismos Aut (g) de g é compacto.



ATENCAO: Nao é permitido destacar as folhas

Exame Qualificagdo Dezembro 2013 - Geometria Riemanniana.

NOME: RA:

Incluir na prova todas as contas feitas nas resolugoes. Respostas nao acompanhadas de argumentos
que as justifiquem n&o serao consideradas.

Bom Trabalho!

1) (2,0 pts.) Uma geodésica normal v : [0,00) — M é dita um raio se d(y(0),~(t)) = ¢t. Mostre que se M
nao é compacta entao para cada p € M existe um raio comeg¢ando em p. Determine os raios de S™ x R
com a métrica produto canénica. Existem raios em variedades compactas?
2) (2,0 pts.) Seja V ={(r,0) €R?, 0<r <00 —e<0<2m+e}ed:V — R definido por

#(r,8) = (rcos(f), rsin(8), r?).

Considere sobre M = ¢(V) a métrica induzida por R®. Determine a equacdo da geodésica passando por
(1,0,1) com vetor tangente (1,0, 2).
3) (1,0 pts.) E possivel munir ao Toro 7" = S! x --- x §' com uma métrica de curvatura de Ricci
positiva?. Justifique.
4) (1,0 pts.) Sejap € M e v: [0,a] = M uma geodésica com v(0) = p e v/ (0) = v. Seja w € T,(T,M)
com ||w|| = 1. Mostre que

J(1) = (dexp)ultw)  0<t<a
¢ um campo de Jacobi.
5) (2,0 pts.) Sejam M; e My duas variedades Riemannianas completas de igual dimenséo e ; : [0,1] — M;
(z = 1,2) duas geodésicas parametrizadas pelo comprimento de arco. Assuma que Ky, < Kjp,. Quais
das seguintes afirmacoes é valida?

a) Ind(71) e Ind(72) ndo sdo compardveis.
b) Ind(71) < Ind(y2)
¢) Ind(72) < Ind(m)

Justifique.

6) (2,0 pts.) Para quais valores de n temos que S x RP™ admite uma métrica com curvatura seccional
positiva?. Justifique.



MM439 - 2S 2013 - Exame de Qualificacao

Nome: RA:

Em todas as questoes, g denota uma algebra de Lie de dimensao finita sobre um corpo K algebricamente
fechado de caracteristica zero. Escolha questdes cujo total de pontos possiveis nao exceda 10,5 (existem
12 disponiveis). Respostas sem justificativas serdo desconsideradas. Bom trabalho!

1. (1,0) Enuncie o teorema de Levi e encontre uma decomposicao de Levi para gl,,.

2. (0,8) Seja b a sub-dlgebra de gl, das matrizes triangulares superiores. Calcule a matriz da forma
de Killing de h com relagao a uma base de b.

3. Determine se cada uma das afirmagoes abaixo é verdadeira ou falsa.

(a) (0,8) Se g for nilpotente, entdo g possui ideal de codimensao 1.

(b) (0,8) Os elementos de uma subdlgebra nilpotente de uma &lgebra de Lie semissimples séo
ad-nilpotentes.

(c) (0,8) Se ¢ : a — b é um homorfismo de algebras de Lie de dimensao finita e ¢ é subalgebra de
Cartan de a, entao ¢(c) é subdlgebra de Cartan de b.

(d) (0,8) Se A é base de um siatema de raizes R, € A e o € W sao tais que £(o,0) = £(0) + 1,
entdo o !(a) € RT.

(e) (0,8) Existe uma algebra de Lie semissimples de dimensao 7.

(f) (0,8) Se g é semissimples e V' é um g-mddulo de dimensao finita tal que V = U(g)v para algum

v € V, entao V é irredutivel.

4. Suponha que A = {1, as} seja uma base de um siustema de raizes R e que as outras raizes positivas
de R sejam a1 + az e a1 + 2as.

(a) (0,8) Determine a matriz de Cartan de R.
(b) (0,8) Encontre todas as outras bases de R.
5. Suponha que g = sl3.
(a) (0,8) Descreva duas subdlgebras de Borel distintas contendo a mesma subélgebra de Cartan.

(b) (1,0) Descreva duas subédlgebras de Cartan distintas.

6. Para cada inteiro nao negativo m, considere uma representacao irredutivel V(m) de g = sly de
dimensao m + 1. Sejam V e W representagoes de g.

k
(a) (1,0) Demonstre a férmula V(m)®@ V(n) =2 @ V(m +n —2j), onde k = min{m,n}.
i=0

(b) (1,0) Mostre que existe um isomorfismo de g-médulos V(m)* = V(m).



