Algebra Linear
Exame de qualificacao

Nome:
RA
Exercicios:
1. Seja
7 1 -8 -1
0 3 0 0
A= 4 2 -5 -1
0 -4 0 -1

Encontre uma matriz invertivel P tal que P~'AP = J seja uma
matriz de Jordan.

2. Se f e g sao duas formas quadraticas em x1,...,x, sobre os
redis, e f e positiva definida, entao podemos reduzir simultane-
amente as duas em soma de quadrados?

3. Seja A uma matriz com coeficientes reais. Se pensarmos A com
coeficientes complexos, seja A = SJS~!, onde S é invertivel e
J é a forma canonica de Jordan de A. Prove que o nimero e
o tamanho dos blocos de Jordan de todo autovalor A de A sao
iguais aos de A, o complexo conjugado de .

4. Sejam V e W espacos vetoriais de dimensao finita. Prove que
Hom(V, W) é canénicamente isomorfo a V* @ W.

5. Seja V espago vetorial tal que dim(V') = 3 eseja B = {e1, e, €3}
uma sua base. Seja A : V' — V uma transformagao linear.
Escreva a matriz de A2A : A2V — A%V com respeito a base
e1Aey, e1Aes, eaes de A2V dada a matriz de A com respeito a
B.



Departamento de Matematica - IMECC - Unicamp
Exame de Andlise no R"
31 de Julho de 2015

Nome: RA:

Questao 1. (2,5)

(a) Sejam U C R™ aberto, f : U — R diferencidvel e M > 0 uma constante. Mostre que se
‘%(af) < M, para todo x € U e i = 1,...,n, entdo f(Q2) é limitado quando  C U é

limitado e convexo.

(b) Sejam 1 < <oce f:U — R™, onde U C R" é um aberto conexo. Assuma que
|f(z) — fly)| < K|z — y]9 para todo x,y € U,
onde K > 0 é uma constante. Mostre que f é constante em U.
Questao 2. (2,5)
(a) Demonstre o teorema da aplicagao inversa usando o teorema da aplicagao implicita.
(b) Mostre que se f : R® — R? é de classe C'!, entdo f nao é injetora.

(c) Seja f um difeomorfismo de classe C''. Mostre que se f é uma aplicacio de classe C” entdo
f é um difeomorfismo de classe C".

Questao 3. (1,5) Seja U C R? um aberto e f : U — R uma funcao de classe C?. Use o teorema
de Fubini para mostrar que

0% f (2,y) = 0% f
0xdy Y - Oyox

Questao 4. (2,0) Seja @ C R™ um aberto limitado tal que a fronteira 02 é uma superficie
conexa de classe C*°. Assuma que F : R” — R™ é um campo de classe C.

(z,y), para todo z,y € U.

(a) Usando o Teorema de Stokes (em sua forma mais geral), mostre que

/div(F)d:U :/ (F - n)dS.

Q o9

(b) Mostre que se div(F') = 0 entao F' é tangente a d€2 em algum ponto.
(c) Seja u:R™ — R de classe C?. Mostre que

/Audm = %ds,
Q a0 On

onde Au = div(Vu) = Z?:l% e % denota a derivada normal de u em 0.

Questao 5. (1,5)

(a) Seja w = ydx + (z cos(yz) + x)dy + y cos(yz)dz. Mostre que w é uma forma fechada. Ela é
exata?

(b) Sejam w; e wy formas diferenciais de classe C*° em uma variedade diferencidvel M de
classe C'°°. Mostre que wq A wo é exata, se wy é fechada e wo é exata.
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1. Mostre:

(a) Todo subespago compacto de um espaco de Hausdorff é fechado.

(b) Um subespaco fechado de um espago topoldgico compacto é compacto.

2. Seja f: X = Y, com Y Hausdorff. Entao f é continua se, e somente se, o grafico
de f,

graf(f) =A{(x, f(z));z € X},
¢é fechado em X x Y.

3. Considere a relagao de equivaléncia ~ em [0, 27| x [0, 2] dada por (z,y) ~ (2',y)
se, e s6 se, (r — 2’ é multiplo inteiro de 27 e y = ') ou (y — ¥’ é multiplo inteiro de
2n ex =1a'). Seja T = [0, 27| x [0,27]/ ~ (com a topologia quociente). Descreva a
aplicacacao quociente e mostre que 7' é homeomorfo a S* x S*.

4. Calcule o grupo fundamental de S? e RP?.

5. (a) Dada uma aplicagdo continua f : X — Y e uma aplicagdo de recobrimento
p: Z — Y, enuncie uma condigao necessaria e suficiente para a existéncia de
uma aplicacao g : X — Z tal que pog = f.

(b) Prove que toda aplicacao continua f : RP* — S! é homotdpica a uma cons-
tante.



