MM439 - 1S 2013 - Exame de Qualificacao

Nome: RA:

Em todas as questoes, g denota uma algebra de Lie de dimensao finita sobre um corpo K algebricamente
fechado de caracteristica zero. Escolha questdes cujo total de pontos possiveis nao exceda 10,5 (existem
12,0 disponiveis). Respostas sem justificativas serdo desconsideradas. Bom trabalho!

1. Determine se cada uma das afirmacoes abaixo é verdadeira ou falsa.

(a) (0,8) Se h é uma subdlgebra nilpotente de g, entao ad(z) é nilpotente para todo = € h.

(b) (0,8) Se g1, g2 sdo subdlgebras de g satisfazendo g = g1 @ go como espagos vetoriais, entao a
multiplicagao estabelece um isomorpfismo de espagos vetoriais U(g1) ® U(gz) — U(g).

(c) (0,8) Existe uma algebra de Lie simples de dimenséo 9.

(d) (0,8) Se v e  pertencem a uma mesma base de um sistema de raizes satisfazem (o, 8) # 0,
entdo, v := a +  é uma raiz tal que [|v|| = min{||«]], || 5]}
(e) (0,8) Se g é simples, existe tnica forma bilinear, simétrica, invariante e nao degenerada em g

a menos de multiplo escalar.

2. Seja A uma algebra associativa e comutativa com 1 e considere o espago vetorial g ® A. Mostre
que:

(a) (0,5) A férmula [z ® a,y ® b] = [z,y] ® (ab) para todo z,y, € g,a,b € A, define uma estrutura
de dlgebra de Lie em g ® A.

(b) (0,8) Se I éideal de A, entdao g® I éidealde g® Ae (g A)/(g®I) é isomorfa a g® (A/I).

(c) (1,0) Se A =K][t] é a algebra de polinémios e I é o ideal gerado por ¢, entdo (g ® A)/(g @ I)
¢ isomorfa ao produto semidireto de g por sua representacao adjunta (sendo que a ultima é
vista como algebra de Lie com colchete trivial).

3. (1,0) Mostre que as seguintes afirmacoes sdo equivalentes.

(a) O radical solivel de g é igual ao centro de g.
(b) A representagao adjunta de g é completamente redutivel.

4. (1,0) Suponha que g seja redutiva (isto é, satisfaz as condigdes equivalentes do exercicio anterior).
Mostre que g possui uma Unica decomposigao de Levi.

5. Seja R um sistema de raizes com base {a1, a9, a3, as}. Dada a = Z?Zl n;a; € R, defina supp(a) =
{i : n; # 0}. Suponha que

{a € RT : #supp(a) =2} = {as + a3, a3 + aq, 2a3 + a4 }.

(a) (1,2) Determine a matriz de Cartan de R e, a partir dela, reconstrua as demais raizes positivas
de R.

(b) (0,5) Qual algebra de Lie semissimples tem R como seu sistema de raizes?
6. Suponha que g = sl, e que V = K" seja sua representacao natural.

(a) (1,0) Calcule o cardter de V' e conclua que V' é irredutivel.

(b) (1,0) Encontre o peso maximo de V* e use a resposta para mostrar que V ® V* possui exata-
mente dois submodulos irredutiveis identificando seus pesos maximos.
Dica: Qual a dimensao e o peso maximo da representacao adjunta de g7
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1. Questao. Seja X um espago normado.

(a) (0.6) Dado x € X, x # 0, demonstre que existe um funcional linear continuo f € X* com || f||=1¢
S = [Ix]]-

Dica: considere fy: [{x}] = F com fy(ox) = o x|

(b) (0.7) Dado y € X, demonstre que

[yl = max{[g(y)];[lg]| < 1}.

(¢) (0.7) Se Y € um espaco normado e 7: X — Y é um operador linear, demonstre que 7 € limitado se, e
somente se,

B

sup{|f(Tx) s x| < 1, [IF] < 1} < oo,

2. Questdo. (1.5) Seja X um espago de Banach e T: X — [.(N) um operador linear. Para cada n € N,
denote por (Tx), o n—ésimo termo de Tx € l.(N) e seja f, o funcional linear dado por f,(x) = (Tx),.
Demonstre que T € limitado se, e somente se, cada f,, é limitado tomando o cuidado de enunciar o
principal resultado que utilizar na demonstragao.

3. Questao.

(a) (0.5) Enuncie os teoremas da Aplicacdo Aberta e do Gréfico Fechado.

(b) (1.5) D& um exemplo onde podemos aplicar algum desses teoremas ou dé€ um contra—exemplo que
demonstre a necessidade das hipéteses em algum desses teoremas.

4. Questao. Considere as afirmagdes abaixo.
(a) (0.5) Se H for um espaco de Hilbert e (x,,) C H for uma sequéncia tal que x,, — x (convergéncia fraca)
e ||xn|| = ||x||, entdo x, — x.
(b) (0.5) Se X é um espaco normado separavel entdo X* é separdvel.
(c) (1.0) Se X é um espago normado e M C X é um subespaco fechado, entdo a restricdo de o(X,X*) a
M e o(M,M*) coincidem. Em particular, se X for reflexivo, entdo M também sera.

Dé uma demonstracdo para aquelas que forem verdadeiras e um contra—exemplo para as que forem
falsas.

5. Questdo. SejaA,: H(N) — (N) dado por
A (x1,x2,...) = (0,x1,x2,...).

(a) (1.0) Demonstre que se A € C,0 < |A| < 1, entdo (A, — A1) ndo é sobrejetor e conclua que
{LeC0< A <1} Co(A)).

Dica: lembre—se que cada vetor x € [5(N) se escreve como

X = Z oéey.
k=1
(b) (1.0) Demonstre que ||A,|| = 1 e conclua que
{AeCiA| <1} =0(4,).

(¢) (0.5) A, é auto adjunto? A, é compacto?
Boa Prova!



Exame Qualificagio - Algebra Comutativa - 15/07,/2013

Todos os anéis considerados nesta prova sao comutativos e com identidade nao nula.

1. Responda cada uma das questoes abaixo justificando suas respostas com detalhes.

a) (5pts) Seja A C B uma extensdo de anéis na qual cada elemento b € B é algébrico sobre A i.e. existe
f € AX] ~ {0} tal que f(b) =0. A afirmacao de que dimgru(A) < dimgu(B) é falsa ou verdadeira?
b)(5pts) Sejam D um dominio noetheriano com dimensao de Krull igual a 1. A afirmagéo de que todo ideal

nao trivial de D tem uma tnica decomposi¢ao priméria minimal é falsa ou verdadeira?

c)(10pts) Sejam R um anel e ] C R um ideal préprio. A afirmacéo I? = I se e somente se I @ & = (0) &
falsa ou verdadeira?

d) (10pts) Sejam D = K[X] o anel de polindmios em uma variavel sobre o corpo K, 2 <n € Ne M C D™ um
D-submoédulo. Mostre que: L = £ ¢ D-médulo Artiniano se e somente se T(L) = M
(T'(— — —) denota o submoédulo de torsdo de (— — —))

e)(10pts) Sejam D = Q[X] (Q =corpo dos nimeros racionais ), I = (F(X)) onde F(X) = (X® —2).(X* - 4)
e D = £. Quantos ideais maximais tem D? N(D) = (0)? (N(D) ¢ o nilradical de D)

2. Seja R um anel. a)8pts Dado um ideal primo p de R. Defina a altura de p e enuncie o teorema generalizado
de Krull para ideais.

b)10pts Neste item suponha que R = K[X3, -, X,,] (n > 2) é o anel de polinémios a n variaveis sobre o corpo
K. Seja I C R um ideal proprio de R. Mostre que: Se % é anel artiniano e I = (Fy,--- , F,,) com F; € R entdo
n = p(I). (Lembre que p(I) denota o nimero minimo de geradores de I).

¢)7pts Sabendo que (R, m) é anel local noetheriano de dimensdo 2 e que {1, - , px} é o conjunto dos primos
minimais de R. Mostre que: Para todo € m \ U;p; existe y € m tal que /(z,y) = m.

3. Sejam R um anel e M um R-moédulo finitamente gerado e nao nulo.

a) (5 pts) Seja ¢ C R um ideal de R. Mostre que:

a # R se e somente se existe m € max(R)=conjunto dos ideais maximais de R tal que a C m.

b) (10 pts) Chame de J = ann(M) = {r € R,rM = {0}}. Mostre que: Se p € Spec(R) entdo M, # {0} se e
somente se J C p.

¢) (10 pts) Mostre que: Se J = ann(M), I C R é ideal diferente de R e M = IM entdo R=1+J.

d) (10 pts) Seja I um ideal nao trivial de R. Mostre que: Se I é finitamente gerado e I? = I entdo existe e € T
tal que I = eR e €? = e (e é chamado de indempotente).

Boa Prova



