Departamento de Matematica - IMECC - Unicamp
Exame de Analise no R" - 21 de Julho de 2010.

1. Questao. Sejam f e g duas fungoes diferenciaveis em uma vizinhanca de 0 € R, e suponha
que f(0) = g(0) e que (V5 f)(0) = (Vz9)(0). Seja h uma funcao definida em uma vizinhanga
de 0, tal que, f(z) < h(x) < g(z) em 2. Mostre que h ¢é diferencidvel em = = 0.

2. Questao.

(a) Assuma que f:R" — R é tal que f(0) =0 e V,f(0) =0, e seja K > 0 uma constante.
Mostre que se
0% f
——(x)
0x;0x;

entao existe C' > 0 e uma vizinhanca da origem €2, tal que,

< K, paratodo |z|<1leti,j€{l,2,..,n},

|f(x)| < Clz|* para todo z € Q.

(b) Mostre que a reciproca do resultado contido no item (a) é falsa.

3. Questao.

(a) Demonstre o teorema da aplicacao inversa, usando o teorema do posto.

(b) Considere o seguinte sistema definido no aberto U = (—1,1) x (—1,1) C R?:
1 + 4—103;‘11 + %111(332 +e2) =a; 0
Ty + Tsin(zy) + 1 =ap

Mostre que o sistema (1) tem uma tnica solugdo = = (21,22) € U quando a1 = 2 e ap =1 .

4. Questao.

(a) Seja © C R3 um aberto conexo e limitado tal que S = 9§ é uma superficie de classe C°°.
Assuma que F : R? — R3 e F € C'. Usando o Teorema de Stokes (em sua forma mais geral),
mostre que

/div(F)dx :/ (F -n)dS (Teorema da Divergéncia).
Q o0

(b) Mostre que se div(F') = 0 entao F' é tangente a J§) em algum ponto.

5. Questdo. Seja 2 um aberto em R3 e M : Q — Ms3y3 uma funcio diferencidvel com valor
no espago das matrizes reais 3 x 3, dada por

M(z) = 0 ma(z) 0 )
0 0 ms(z)

onde m; sao fungoes diferencidveis. Para cada z € Q fixado, defina a forma bilinear B(z)(v, w) =
(M (x)v) x (M (z)w) para todo par de vetores v,w € R3. Seja w1 : R> — R a proje¢io na primeira
coordenada, isto é, m1[(a, b, c)] = a. Mostre que L(z) = w1 o B(z) é uma 2-forma e calcule dL.
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Escolher questoes cujo total de pontos possiveis seja 100. Respostas sem justificativas serao descon-

sideradas. Bom trabalho!

1. Responda se cada uma das afirmagoes abaixo é verdadeira ou falsa.

0

(a) (08pts) A matriz (g

0
0
1
0

o o o =
o o+ O

) é diagonalizével quando considerada no espaco My(C).
1

(b) (08pts) Para toda transformacao linear em 7' : C" — C" temos que Nu7T & Im T = C".

(c) (08pts) Se V = R3 com o produto interno usual, entdo existe um operador linear auto-
adjunto T : V' — V satisfazendo T'(0,1,1) = (0,1,1) e T'(1,2,3) = (2,3, 5).

(d) (08pts) Para uma matriz nilpotente A € M, (R) temos que tr (M?!) = 0, para todo ¢ > 1.

(e) (08pts) Se uma transformacao linear 7' : C* — C" sé tem autovalores reais, entdo 7' é

auto-adjunta.

(f) (08pts) Se para uma transformacao linear em 7' : C"* — C™ valer T oT* = 0, onde T* é a
adjunta de T, entao T = 0.

(g) (08pts) Se V' é um C-espago vetorial e u € V' é um vetor nao nulo, entao a aplicacao linear
T, :V — V ®V definida por T,(v) = u ® v é injetora.

1 0
2. (15pts) Seja T : C* — C* uma transformacdo linear cuja matriz na base canonica é R P
1 2
Encontre uma base de Jordan para 7" e a forma canénica de Jordan de T

3. (15pts) Seja f(x, vy, 2) = 222 4 2y? 4+ 22% 4 2xy + 222 + 2y~ uma forma quadratica definida sobre

R3. Encontre uma matriz ortogonal U de forma que a troca de vardveis (z): U (2) sstisfaca

z x3

f(z1, 29, 23) = ax} + bx3 + cx3, para convenientes a, b, ¢ € R.

4. (12pts) Seja {T; : i € T} um subconjunto de Endp(V') onde V' é um espago vetorial de dimensao
finita sobre um corpo algebricamente fechado F. Suponha que T;T; = T}T; para todo 4,5 € Z.

Mostre que existem subespacos Vi, ..., V,, para algum m > 1 tais que V = @ Vie sevelV
j=1

para algum j, entao v é autovetor generalizado de T; para todo ¢ € Z.
5. (10pts) Dé um exemplo de espaco vetorial que nao é isomorfo ao seu dual.

6. (12pts) Enuncie a propriedade universal do produto tensorial entre dois espagos vetoriais e

demonstre a existéncia e a unicidade de tal produto.
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Questao 1. Denotamos por D o conjunto das fungdes continuas por partes
p:10,1] — [0, +00) tais que
1
/ p(x)dr = 1.
0

Munimos entao D com uma topologia cuja base ¢ formada pelos conjuntos
abertos

Ve i )= {p e 03| [ felpto) = pooan] <ok = 1),

onde pg € D, ¢ >0, ¢ € Ne fi,...,fo € C%0,1]). Mostre que, nesta
topologia, a seqiéncia {py(x) = "Tﬂxl/"}neN C D converge para a fun¢do
identicamente constante igual a 1.

Questao 2.

1. Seja f: K — X wma aplicacdo continua de um espaco compacto K em
um espaco de Hausdorff localmente conexo por caminhos X. Mostre
que as componentes conexas por caminhos de X — f(K) sdo conjuntos
abertos.

ii. Prove que R? ndo é homeomorfo a R"™ se n # 2.



Questao 3. Um espaco topoldgico X ¢é dito ser hiperconexo se todo aberto
nao-vazio € denso em X. Um espago topoldgico Y é dito ser ultraconexo se
{a} N {b} # 0 para quaisquer a,b €Y.

1. Mostre que todo espaco topoldgico hiperconexo é conexo.

1. Prove que um conjunto infinito Z quando munido com a topologia T =
{ACZ:A=0 ou Z— A ¢ finito} torna-se um espago hiperconezo,
porém nao ultraconexo.

1i. Considere Z um conjunto com mais de dois pontos. Dado p € Z,
equipe Z com a topologia T ={A C Z:A=27Z ou p¢ A}. Mostre
que o espaco topoldgico assim obtido € wultraconero, contudo ndao é
hiperconexo.

. Prove que um espago topoldgico ultraconexo Y € conexo por caminhos
demonstrando que, para quaisquer a,b € Y e qualquer p € {a} N {b},
é continua a aplicagdo v : [0,1] — Y definida por

a se0<t<1/2
yt)y=¢ p set=1/2
b sel/2<t<1

Questao 4. Suponha que X € um espaco de Hausdorff localmente compacto
e que A é subconjunto fechado nao-vazio de X. Denote por w(X — A) =
(X —A)U{oo} a compactific¢ao a um ponto (compactificagio de Alexandroff)
de X — A. Denote por X/A o espaco quociente obtido ao identificar todos
0s pontos de A a um unico ponto sem realizar nenhuma outra identificacao.

1. Explique porque X — A € um espago de Hausdorff localmente compacto.

it. Seja f: X — w(X —A) a aplicagdo sobrejetiva que se comporta como
a identidade sobre X — A e leva A em co. Mostre que f € continua.

iti. Mostre que f induz uma bije¢do continua f: X/A — w(X — A).

iv. Mostre que f é um homeomeorfismo se, e somente se, X /A é compacto.

Questao 5. Prove que o grupo fundamental do produto de dois espacos,
(X XY, (z,y)), € isomorfo ao produto direto dos respectivos grupos funda-
mentais, m(X,x) x w(Y,y).



