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Em todas as questoes a palavra “anel” significa anel comutativo com identidade nao nula. Todo médulo é
um mdédulo (unitério) sobre um anel. Sistemas multiplicativos ndo contém o zero. Escolha questées de modo
que o total de pontos possiveis seja 100. Respostas sem justificativas ndo serao consideradas. Bom trabalho!

1. (05pts) Enuncie o teorema da Normalizacao de Noether.
2. (05pts) Enuncie o teorema estrutural dos anéis artinianos.
3. Determine se cada uma das afirmacgoes abaixo é verdadeira ou falsa.

(a) (06pts) Todo anel finitamente gerado de dimensao de Krull zero é finito.

(b) (06pts) Se D é dominio fatorial e (0) # p € Spec(D) entao D,, é principal se e somente se p tem
altura 1.

(¢) (06pts) O subconjunto de torgdo de um mdédulo V' é um submédulo de V.
(d) (06pts) Se S é um sistema multiplicativo de um anel A e S~ A é um corpo, entdo A é um dominio.

(e) (06pts) Se A = K[zy,...,x,], onde K é um corpo, e I, J sdo ideais de A, entdo V(I)NV(J) =
V(IJ) (a‘qU-i V(I) = {(a’17"' 7an) € Knv f(<a17"' 7an)> =0 Vf € I})

(f) (06pts) Se V. "+ W é um epimorfismo de A-médulos, onde A é um anel, entdo, para todo

A-médulo M, o homomorfismo correspondente Hom 4 (M, V) - Hom A(M, W) é sobrejetor.

4. Sejam A um anel e V um A-mdédulo livre finitamente gerado com base livre o = {vy,- -+ , v, }. Mostre
que

(a) (06pts) Se = {uy, -+ ,u,} CV gera V entdo 5 é base livre de V.

(b) (09pts) Se A é anel local com ideal maximal m, k = A/me 7 :V — V/mV é a projegdo candnica
entdo: v = {wy, -+, wy} é base livre de V se e somente se ¥ = {m(w1), - ,7(wy)} é base para o
k-espaco vetorial V/mV.

5. (10pts) Seja A = K[z] onde K é um corpo. Encontre uma composigdo em série para o A-mddulo
M = A/(f) onde f(z) = 23(x — 1) e use-a para determinar as multiplicidades dos seus fatores simples.

6. Considere os anéis A = K[x1, 72,23, 74] € B = A/I onde K é um corpo e I = (z1 — z2, 2% — z4).
(a) (06pts) Calcule a dimensao de Krull de B.
(b) (09pts) Calcule o grau de transcendéncia de B sobre K.
7. Considere o anel A = K[z,v,2] e o ideal I = (22, 2y, z2,yz) onde K é um corpo.
(a) (10pts) Mostre que I = (z,y) N (x,2) N (z,y,2)? é uma decomposi¢io primaria reduzida para I.

(b) (06pts) Determine os primos isolados e mergulhados de I.
(c) (06pts) Calcule v/T.

8. Sejam B/A uma extensdo de dominios e K = corpo de fracdes de A. Considere I = {a € 4; aB C A}
e assuma que A é noetheriano. Mostre que:

(a) (06pts) (0) # I se e somente se B é um A-mdédulo finitamente gerado e B C K.
(b) (06pts) Se A é integralmente fechado entao: (0) # I se e somente se A = B.



Algebra Nao Comutativa, MM 444, Semestre 2, 2010
Exame de Qualificacao, 10/12/2010

1. a) Definir grupo de Brauer de um corpo F. Qual o grupo de Brauer dos corpos R e C?

b) Seja p um primo e seja D = D,, o espago vetorial sobre Q com base 1, i, j, k. Definimos
uma multiplicacdo em D como segue: i2 = —1, j2 = p, ij = —ji = k. Assuma a multiplicacao
associativa e satisfazendo as leis distributivas. Mostrar que D é uma algebra associativa sobre
Q.

¢) Mostrar que D é uma algebra com divisao quando p = 4k + 3.

d) Mostrar que se p e ¢ sao dois tais primos, p # ¢, entdao D, e D, nao sao isomorfas. Mostrar
que o grupo de Brauer de QQ é infinito.

2. a) Definir ideal primitivo de um anel R. Enunciar o teorema sobre a Densidade.

b) Seja I um ideal primitivo de R, mostrar que I, é um ideal primitivo em R,,. O reciproco
também é vélido? (Aqui R, é o anel das matrizes n x n sobre R, e I,, é o conjunto das matrizes
com todas as entradas em I.)

c¢) Deduzir de (b) que J(R,) = (J(R)), onde J(X) é o radical de Jacobson de X.

3. Seja X um conjunto nao vazio e seja L(X) a algebra de Lie livre com conjunto de geradores
livres X (sobre algum corpo K).

a) Definir base de Hall para L(X). Se X = {z,y}, < y, escrever em ordem crescente 0s
elementos da base de Hall para L(X) de grau < 4.

b) Mostrar que se L = L(X), entdao L? também é livre, e descrever um conjunto de geradores
livres de L.

¢) Sejam X e Y dois conjuntos de geradores livres, mostrar que L(X) = L(Y) se, e somente se,

[ X|=1Y].

4. Seja A uma algebra de dimensao finita sobre o corpo K, 1 € A. Seja B um subespaco de A,
gerado por elementos nilpotentes de A, e suponha B? C B. Mostrar que B¥ = 0 para algum
numero k, seguindo o caminho abaixo.

a) Mostrar que ¢é suficiente considerar K algebricamente fechado.

b) Considerando-se a subdalgebra A; = B @ K de A, mostrar que basta considerar B um ideal
em A.

¢) Mostrar que se J(A) =0 entao B = 0.

d) Se J(A) # 0, considere A/J(A) e B+ J(A)/J(A).

5. Responder falsa ou verdadeira a cada uma das perguntas abaixo. Justificar as respostas!
(Resposta sem a devida justificativa nao sera considerada.)

a) Se G é um grupo finitamente gerado e tal que para todo g € G existe n = n(g) com ¢g" = 1,
entao G ¢ finito.

b) Se G é um grupo finito e K um corpo, entdo a algebra de grupo KG é semi-simples.

¢) O radical de Jacobson de todo anel noetheriano é nil.

d) O anel das transformagoes lineares de um espago vetorial V' de dimensao infinita, ndo é nem
artiniano, nem noetheriano.

Boa Prova!
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1. Questdao. Resolva o seguinte problema d;u — 30,u + u = t, com u(z,0) = 2.

2. Questdo. Seja 2 um aberto limitado em R? e seja u € C?(2) N CO(Q).

(a) Seja C € R e suponha que u(z) < C para z € 99 e que Au > 0 em 2. Mostre que u < C.

(b) Suponha que u € C°(2) ¢ harménica em Q e seja C = sup,cpq |u(z)|. Dado z¢ € Q, ache
uma estimativa para |Vu(xo)| em termos de C' e da distancia de z( & fronteira de €.

3. Questao. Seja D = {z € R? : |z| < 1} o disco unitdrio no plano. Seja u € C®(D x (0, <))
uma solucao da equagao do calor em D. Para 0 € (0,27) defina vg(x,t) = u(Rpx,t), onde

Rz — [ cosf sin @ } .

—sinf cos6

Mostre que vy também é solugao da equacao do calor em D.

4. Questao. Seja Q aberto limitado, com fronteira suave em R3, a > % e f€C%Q). Sejau
uma solugao cléssica do problema

—Au+au=f, em
u =0, em 02 '

Mostre que existe uma constante C' > 0 tal que
IVulZ2i) + lulliz) < CIfIZ2(0)-

Sugestao: Multiplique a equagao por u e integre.

5. Questdo. Para p € S(R), defina o operador T}, : S’ (R) — S'(R) por T/w@ = Qu.
(a) Mostre que T, é um operador continuo em S’ (R).

(b) Seja k € N e considere o operador diferencial com coeficientes constantes P dado por

P(u) = Z caD%u,

lal<k

onde o0s ¢,’s sdo constantes. Mostre que Ty, comuta com P, isto é, T,(P(u)) = P(T,(u)), para
todo u € S'(R).
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Questao 1. Seja E um espago de Hilbert e seja (z,,)2° ; uma sequéncia ortogonal em
E. Demonstre que a série ZZOZI T, converge em FE' se, e somente se, a série numérica
2 nzi [l converge.

Questdo 2. Seja o = ()32 € ¢g e T : Lo — Ly definido por T ((§)52,) =
(0 &)

(a) Demonstre que T' € L({yo, loo).

(b) Demonstre que T' é compacto.

Questao 3. Seja F um espaco normado separavel de dimensao infinita.

(a) Demonstre que existe uma sequéncia estritamente crescente (M,)>°; de subes-
pacos de E de dimensao finita tal que | J7—, M,, é denso em E.

(b) Demonstre que existe uma sequéncia (¢,)22; de elementos do dual E’ tal que
llonll =1 e ¢, = 0 sobre M, para cada n € IN.

(c) Demonstre que ¢, (z) — 0 para cada x € E.

Questao 4. Seja (aij)(i,j)elNX]N’ a;; € R para (i,5) € IN x IN, tal que, para cada
x = (;);cN € Co, & série p;(z) = 377, oy converge e Tz = (94(2)), N € loo-

(a) Demonstre que ¢; € ¢’ para todo i € IN.

(b) Demonstre que T : ¢y — lo € linear e continuo.

Questao 5. Seja ' um espaco de Banach reflexivo. Dado ¢ € E’, demonstre que
existe © € E com ||z|] < 1, tal que |p(x)| = [|¢|. (Sugestao: use o Teorema de
Alaoglu).
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. Em uma variedade riemanniana M™, suponha que o tensor curvatura R(U, V)W
seja um campo paralelo ao longo de uma geodésica y sempre que os campos
U,V e W forem paralelos. Assuma que p = v(0). Mostre que:

a) A transformacao linear Ky : T,M — T,M dado por W — R(V,W)V é
auto-adjunta.

b) Dados campos ortonormais paralelos Uy, ...,U, ao longo de =, deduza as
formulas dos campos de Jacobi em funcao dos autovalores Aq,..., A, de Ky,
separando os casos onde esses autovalores sdo positivos, nulos ou negativos.
Conclua que se \; > 0 existem pontos conjugados a (0) em multiplos de

t= %

. Enuncie e apresente sucintamente as principais etapas da demonstragao do
teorema do indice de Morse. Use esse teorema para provar que se um segmento
de geodésica for minimizante entao esse segmento nao tem pontos conjugados.
Dé um exemplo onde a reciproca nao vale (i.e existéncia de cut locus sem existir
conjugagao).

3. Dé um exemplo de uma variedade riemanniana completa com curvatura sec-

cional K > 0 que possui uma geodésica v : R — M que minimiza a distancia
entre v(0) e qualquer outro dos seus pontos ¥(t). No entanto, mostre que se as
curvaturas seccionais K de M satisfaz K > d > 0, entao toda geodésica v de
M passa por um ponto onde deixa de minimizar a distancia entre v(0) e y(t)
(i.e neste caso toda geodésica atinge o cut locus nao vazio de v(0)).

. Considere uma geodésica v : [0,a] = M com 7(tp), to < a, o primeiro ponto
conjugado a (0) ao longo de v, com multiplicidade d. Mostre como construir
d campos de vetores Li X, ..., Xy ao longo de v em [0,y + €] de tal maneira
que I, 4:(X;, X;) < 0. Conclua que existe t tal que y(t) estd no cut locus de
v(0) para algum t < ¢.

. Enuncie o teorema de Rauch e use-o para mostrar que se as curvaturas sec-
cionais K de uma variedade riemanniana M satisfaz as desigualdades:

0<LL<K<LH

com L, H constantes, entao dada uma geodésica v em M, a distancia d ao
longo de y entre dois pontos conjugados consecutivos de 7y satisfaz
T T

B T




