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Inicialmente, faca uma leitura com muita atengdo do enunciado de todas as questoes. Apresente
somente a resolucdo de oito questées, dentre as cinco questées de Algebra Linear e as cinco
questoes de Cdlculo Diferencial e Integral. Todas as questoes tém a mesma pontuacao. A prova
tem duragao de quatro horas. Justifique todos os argumentos. Respostas sem justificativas nao
serao consideradas.

Boa Prova !




Cdlculo Diferencial e Integral

Questao 1. (20 Pontos)
Seja uma funcao f : R — R diferencidvel, satisfazendo

|f(x+ h) — f(z)| < |hlg(h) com heR,z€R, com }lliv%g(h) =

(a) Mostre que f é uma fungdo constante em R.

b) Mostre, com um contra-exemplo, que se a hipdtese lim g(h) = 0 néao é satisfeita, a afirmacao
P h.—'rO'g

em (a) pode ndo valer.



Questao 2. (20 Pontos)

(a) Encontre a equagdo da familia de curvas nas quais a normal em qualquer ponto (z,y) da
curva e a reta que une a origem ao ponto (z,y), formam um tridngulo isésceles, tendo a base
no eixo-x. Esboce uma curva da familia obtida.

(b) Para cada (z,y) de uma curva da familia, seja ¢(z) o dngulo, do tridngulo acima definido,
oposto a base do tridngulo (isdsceles). Calcule lim ¢(z).



Questao 3. (20 Pontos)
Seja f :[a,b] — R funcd@o continua, com derivada f’(z) continua em [a, b] tal que

0< fl(z) <M, Vzé€la,lb.

Encontre ¢,d € R tal que ¢ < f(z) < d.



Questao 4. (20 Pontos)

(a) Se C' é o segmento de reta ligando o ponto (z;,%;) ao ponto (z3,y,), mostre que

Jozdy — ydz = 21y, — 291,
(b) Considere o tridngulo formado pelos pontos A; = (z1,41) , A2 = (Z2,%2) e Az = (z3,¥3),

orientado no sentido anti-hordrio. Usando a parte (a), mostre que a drea do tridngulo é dada
por

A = (2192 — T2y1) + (z2ys — T3y2) + (T3y1 — T1y3))



Questao 5. (20 Pontos)
Mostre pelo Método de Somas de Riemann, que I = j;)l wlde = 2.

Sugestao: A férmula abaixo pode ser 1til

i 2 NN+ 1)@2N +1)
B 6
k=1



A/debm Linear

Questao 6. (20 Pontos)
Seja o polinémio p(z) = ag+a1z+...+a,x", com aq # 0. Seja A uma matriz inversivel e suponha
que p(A) = 0. Calcule a matriz inversa A™! em funcao de A.



Questao 7. (20 Pontos)
Seja P(R) o Espago Vetorial dos polindmios de grau < 2 e seja o operador T : P3(R) — P3(R)
definido por

T(p(z)) = p(z) + (z + 1)p'(z) + (z* — 1)p"(z)

Determine uma base ordenada f de Py(R) de tal modo que [T]g seja uma matriz diagonal.



Questao 8. (20 Pontos)
Seja V' um espago vetorial com produto interno < -,- > e seja U subespaco vetorial de V gerado
pelo conjunto de vetores {4, 4s}. Dado o vetor ¥ € V, mostre que sempre existem coeficientes
o, € R, 1=1,2, tais que o vetor W = ayuU; + @ty € 0 que melhor se aproxima de ¥, segundo a

—+

fungdo disténcia (ao quadrado) dada por f(#,7) = ||t — T’ =< & — 0,4 — T > .



Questao 9. (20 Pontos)

Dada a matriz
1 (z +1) 1

A= | (z+1) 1 (z+1)
1 (z+1) 1
determine para que valores de € IR a matriz A é semidefinida positiva, ou seja, todos os seus
autovalores sao nao-negativos.



Questao 10. (20 Pontos)
Seja a transformagcdo linear de derivagdo D : P3(R) — Py(R), ou seja, D(p(z)) = p'(z), Vp €
P3(R) e seja T : Po(R) — P3(R) dada por

T(q(z)) = [y a(t)dt, Vq € Py(R).
(a) Mostre que D o T é o operador identidade sobre Py(R).
(b) Mostre que 7" o D é diferente do operador identidade sobre P3(R).

(c) Determine o Nucleo e Imagem de T o D.



