
IMECC/Unicamp
Exame de Qualificação ao Doutorado
MM425 - Análise Funcional I
1o de agosto de 2022

RA: Nome:

Instruções:

• Esta prova tem 3h de duração e vale 10 pontos.

• Você deve escolher no máximo 5 questões dentre as abaixo para fazer. Cada questão vale 2 pontos.

**************************************************

Q1. SejaX um espaço normado real e f um funcional linear emX.Mostre que o hiperplano {x : f(x) = α}
é fechado se, e somente se, f ∈ X∗ (isto é, f é cont́ınuo).

Q2. Mostre as seguintes aplicações do Teorema de Hahn-Banach:

(a) Se Y é um subespaço de um espaço normado X, então

Y =
⋂

{Ker(f) : f ∈ X∗ , Y ⊂ Ker(f)} .

(b) Denote por B(X, Y ) o espaço das aplicações lineares limitadas entre entre dois espaços normados.
Mostre que se B(X, Y ) é completo, então Y é completo.

Q3. Um espaço vetorial X é dito uniformemente convexo se para todo ε > 0, existe δ > 0 tal que∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥ ⩽ 1− δ, sempre que ∥x− y∥ > ε, e ∥x∥ = ∥y∥ = 1. Se H é um espaço com produto interno

real, mostre que H é uniformemente convexo.

Q4. Mostre que todo espaço de Hilbert é reflexivo.

Q5. Suponha que H é um espaço de Hilbert. Mostre que:

(a) Se H é separável, cada conjunto ortonormal é contável.

(b) Se H contém uma sequência ortonormal total M (isto é, spanM = H), então H é separável.

Q6. Seja T um operador linear definido em um espaço de Hilbert H satisfazendo

⟨Tx, y⟩ = ⟨x, Ty⟩

para todo x, y ∈ H. Mostre que T é limitado. (Dica: Usar o prinćıpio da limitação uniforme.)

Q7. Seja Y o subespaço de C[0, 1] consistindo das funções reais em [0, 1] com derivadas cont́ınuas. Mostre
que o operador T : Y → X dado por Tx = x′ é fechado, mas não é limitado.

Boa prova!
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MM427 - Exame de Qualificação– 05/08/2022

Nome: Turma: RA:
Atenção: Respostas que não estejam acompanhadas de argumentos que as justifiquem serão des-
consideradas! Todos os anéis considerandos nesta prova são comutativos com 1 6= 0.

1) Determine se cada uma das afirmações abaixo é verdadeira ou falsa.

(a) (10 pt.) Seja A um anel . Se m um ideal maximal de A, então m[x] é um ideal maximal
de A[x].

(b) (10 pt.) A dimensão de Krull de um domı́nio neotheriano é sempre finita.

(c) (10 pt.) Seja A um anel com unico ideal primo p. Então A é neotheriano.

(d) (10 pt.) Sejam A um anel e 0 → M → N → T → 0 uma sequencia exata de A-
módulos. SeM e T são A-módulos finitamente gerados, então N é finitamente gerado.

2) (10 pt.) Seja (A,m) um anel artiniano e local tal que m é principal. Mostre que cada ideal
de A é principal.

3) (15 pt.) Seja M um módulo finitamente gerado sobre um domı́nio de Dedekind. Mostre M
é plano se e somente se é livre de torção.

4) (20 pt.) Seja A um subanel de B tal que B é integral sobre A. Mostre

(a) dim(A) = dim(B).

(b) A é um corpo se e somente se B é um corpo.

5) (15 pt.) Sejam k um corpo e φ : A −→ B um homomorfismo entre k- algebras finitamente
geradas. Se m é um ideal maximal de B, mostre que φ−1(m) é um ideal maximal de A.

Boa Prova!



IMECC/Unicamp
Exame de Qualificação ao Doutorado
MM591 - Análise de Fourier e Distribuições
1o de agosto de 2022

RA: Nome:

Instruções:

• Esta prova tem 3h de duração e vale 10 pontos.

• Você deve escolher 5 questões dentre as abaixo para fazer. Cada questão vale 2 pontos.

**************************************************

Q1.

(a) Mostre que a distribuição δ não pode ser representada por uma função localmente integrável.

(b) Econtre a derivada de log |x| no sentido de distribuições.

Q2. Uma distribuição u é chamada de homogênea de grau λ se u ◦ Sr = rλu para todo r > 0, onde
Sr(x) = rx. Mostre que δ ∈ D′(Rn) é homogênea de grau −n. Mostre que se u é homogênea de grau
λ então ∂αu é homogênea de grau λ− |α|.

Q3. Se u ∈ C1(R) é 2π-periódica, e ∫ 2π

0

u(x)dx = 0 ,

mostre que então ∫ 2π

0

|u(x)|2dx ⩽
∫ 2π

0

|u′(x)|2dx .

Q4.

(a) Calcule a transformada de Fourier de x 7→ eix·θ, onde x, θ ∈ Rn.

(b) Mostre que a sequência (Tn) definida seguir converge em S ′ para δ:

Tn(φ) =
n

2

∫ 1/n

−1/n

φ(x)dx .

Q5. Calcule a transformada de Fourier de Φ(x) = e−|x|2/2 em Rn. Dica: Considere o PVI{
ϕ′(t) + t · ϕ(t) = 0

ϕ(0) = 1
.

Q6.

(a) Mostre que se u ∈ S ′ é tal que |ξ|û(ξ) ∈ L1(Rn), então ∂ju(x) → 0 quando |x| → ∞, para
j = 1, . . . , n. Dica: Usar Riemann-Lebesgue.

(b) Seja f ∈ L1(Rn) tal que f é cont́ınua em 0 e F(f) ⩾ 0. Mostre que F(f) ∈ L1(Rn). Dica: Usar
o Lema de Fatou.

Q7.

(a) Seja u ∈ S ′(Rn). Mostre que f 7→ u ∗ f é uma aplicação cont́ınua de S(Rn) em S(Rn).

(b) Enuncie o Teorema de Rellich.

Boa prova!








