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Inicialmente, faca uma leitura com muita atencdo do enunciado de todas as questées. Todas as questées
tém a mesma pontuacdo. A prova tem duragdo de quatro horas. Justifique todos os argumentos.
Respostas sem justificativas nao serdo consideradas.

Boa Prova !




Questao 1. Seja M, (R) o espaco vetorial das matrizes reais n x n. Demonstre que M, (R) = S W,
onde S é o subespaco de M, (R) das matrizes simétricas e W o subespaco de M, (R) das matrizes
anti—simétricas.



Questao 2. Determinar uma Transformacio linear F' : R® — R* de modo que o conjunto {(120 1),
(=100 3)} seja gerador para Imagem de F'. Justifique as passagens de sua resolugdo.



Questao 3. Considere a matriz A € M,,,n(R).

(a) Para cada uma das afirmagdes abaixo, dé uma justificativa, se for Verdadeira, ou um contra-exemplo,
caso seja Falsa.

(al) Suponha que posto(A) = m. Entdo o sistema linear Ax = b tem solu¢do para todo b € R™.
(a2) Suponha que posto(A) = p < min{m,n}. Entdo o sistema linear Ax = b tem solu¢do para todo
beR™,

1 -1 1
1 0

(b) Sejam 0 9 , ¢
1 1 10

(b1) Calcule a projecdo ortogonal de b no subespaco gerado pelas colunas de A, Imagem de A.
(b2) Determine um vetor ortogonal a projecdo encontrada no item (bl). Em que subespaco estd esse

vetor? Justifique.



Questao 4. Considere a matriz A € M, (R).

(a) Suponha que A é simétrica definida positiva, isto &, 27 Az > 0, para todo z € R™ n3o nulo. Mostre
que todos os autovalores de A sdo positivos.

(b) Mostre que todos os autovalores de AAT s3o ndo—negativos.

(c) Seja (A, z) um autopar para A.

(c1)Mostre que (A\*,x) é um autopar para A*, para cada inteiro positivo k.

(c2) Se

p(z) = ap + anw + apr? + - - oga”

é um polindmio de grau k, entdo definimos p(A) como sendo a matriz

p(A) = ap + a1 A+ apA? + - o AR

Mostre que (p(A),x) é um autopar para p(A).



Questao 5. Seja f : [a,b] — R, a < b, uma funcio continuamente diferencidvel até ordem n.
Mostre que se f possui n + 1 raizes distintintas em [a, b], entdo, ™ possui a0 menos uma raiz em
[a, D], onde f(™) representa a n-ésima derivada de f.



Questao 6. Nos itens a seguir, justifique sua resposta.

(a) Considere a fungdo ¢(z,y) dada por

p(z,y) = / e dt.
0

9o o Op
Calcule s € By

(b) Calcule



Questao 7. Dizemos que um fluido é incompressivel se sua densidade for constante. Considere um
fluido em escoamento com velocidade ¥(z,y,z) = yj, y > 0.

(a) O fluido é imcompressivel? Por que?

(b) Determine a densidade p, que sé dependa de y, que satisfaca a equagdo da continuidade:

dp

L —o.
ot

V- (pv) +
(c) Suponha que a densidade p do fluido sé dependa de y e de t. Mostre que p deve satisfazer a
equacao

dp dp
E‘Fya—y— p-



Questao 8. Considere a equacio diferencial ordinaria linear
¥=A-z, (1)

onde A é uma matriz d x d, ou seja, A € £L(R? R?). Assim como no caso d = 1, a solugio pode ser
dada por uma exponencial, onde definimos a exponencial de uma matriz A, n X n por

—+00 1
A _ k
e’ = E k‘!A : (2)
k=0
com a convencio de que e® = Id.

(a) Mostre que a série de poténcias (2) é convergente para qualquer A.

(b) Dado (ty,79) € R x R mostre que z(t) = eAt*)gy t € R é solugio de 2/ = A -z com

2(to) = .
=(5 7))

com 3 € R, mostre que a solucdo serd dada por

N - costf —sentf
z(t) = ( sentf  costf ) o

(c) Se A puder ser escrita na forma



