MT307 B & MS901 B — Lista 1

(1) Mostre que qualquer 2-vetor em um espago tridimensional pode ser escrito na forma do
produto exterior de dois vetores, ou seja, na forma v A u.

(2) Mostre que qualquer (N — 1)-vetor em um espago de dimensdo N pode ser escrito na
forma do produto exterior de (N — 1) vetores, ou seja, vi A ... A Vy_.

Sugestao: use o principio de inducao em N. Note que para N = 2 nao héd o que ser provado,
e para N = 3 o resultado foi provado no problema anterior.

(3) Defina a exponencial exterior através de

1 1 1
exp(A) =1+A+ ANA+SANANAS +—ANANNA+.

nvezes

onde A é um elemento arbitrario da dlgebra exterior de um espago vetorial V. Calcule exp (a)
eexp(@aAb+cAd), ondea,b,c,deV.

(4) Seja T uma transformagao linear T : V — V. Podemos definir a extensao T"* dessa
transformacao para o espaco dos k-vetores através de
TV A AvE) = (TVD)) A A (T(vi)).
Mostre que
(ST) = STk,
Seja w um N-vetor arbitrario nao nulo, onde N = dim V. Defina det T através de

T (w) = (det T)w.

Considere o caso particular N = 3 e mostre que nesse caso a definicao acima coincide com a
definicao bem conhecida do determinante. Use a definicao acima para provar a propriedade

det (ST) =detSdet T

e também para provar o teorema de Laplace do desenvolvimento de determinantes.

(5) Seja A e B multivetores de um espacgo vetorial V', com dimV' = N. Defina um produto
AV B através de
*(AV B) = (xA) A (*¥B),

onde A : A*(V) x A'(V) = A"™(V) denota o produto exterior e x : A*(V) = AV (V)
denota o operador de dualidade de Hodge, ou seja,

By A (xAy) = (Bi- Ap)t,  VBre \*(V).

onde 7 € AV(V) er-7=1. Considere V = R3. Construa a tabela de multiplicacio entre os
m-vetores (m = 0,1,2,3) com esse produto V. Defina

Vv = A¥ ),

onde N = dimV. Interprete esta tabela de multiplicacio em termos dos espacos \/*(R?)
(k=0,1,2,3).
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