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Hipodteses para os exercicios 1-6 abaixo: Considere uma sequéncia de fungoes

continuas f, : Rx R4 = R4, n =0,1,2,... com f, — f, uniformemente
nos compactos e tais que as solugoes ¢(t,to, zg) de ' = f,(t,z) para toda
condicdo inicial (fg, z9) € R x R? sdo tnicas.

1.

Dados tg < t1, prove que os conjuntos A, = A,(to,t;) formados pelos
pontos zy € RY tais que as solugoes (t, tg, 7o) estao definidas em ¢ = ¢,
¢ um aberto.

. Se o conjunto Ag # (), entao A, # () para n suficientemente grande.

Seja T;, : A, — R? dado por T(xg) = ¢(t1,ty,29). Mostre que T},
¢ um homeomorfismo de A, sobre um aberto B, C R? que converge
uniformemente para Ty em compactos de Ay (i.e. dado um compacto
K € Ay, existe n(K) tal que se n > n(K) entdo K C A, ¢ T,|x
converge uniformemente para Tp|x).

Suponha que para todo n = 1,2, ... as funcoes f, sejam derivaveis em
relagao & segunda coordenada x € R? e que essas derivadas (jacobianas)
sejam limitadas, digamos |%| < M. Mostre que A, = B, = R%.

Suponha que para n = 0,1,2,... as funcoes f, sejam derivaveis em
relagao a segunda coordenada, que essas derivadas sejam continuas e

que %i; converge uniformemente em compactos de R x R? para %.
Mostre que os T}, sao difeomorfismos de classe C'! tal que suas derivadas
T, Ty

n convergem uniformemente em compactos para 2.
oz oz

Estenda o resultado do exercicio acima aumentando a regularidade:
considerando que para cada t fixado, f(t,z) € C" e que para todo

oL ) ! .
inteiro 0 < [ < r, as derivadas %if? convergem uniformemente em
! 11 .
compactos para %, mostre que %Z," convergem uniformemente em
ATy
compactos para &7



10.

11.

12.

. Mostramos (no livro e na aula) que se A for uma variedade difer-

enciavel e f : Q(C R x R") x A — R"™ é uma fungao continua tal
que para cada A € A e cada condigao inicial (o, ) existe uma unica
solugao ¢(t,ty, g, A) da EDO 2’ = f(t,z, A) no seu intervalo maximal
(w_(to, 0, A), wy (to, To, A)), entao o conjunto

D = {(t,to, w0, A) : (to, 0, A) € Q1 € (w-(to, Zo, A), we (Lo, To, A))

é abertoem R x Q e ¢ : D — R" é continua.

Demonstre o mesmo resultado quando A é um espaco topoldgico.
Considere @(t, to, o, T, A) a solugdo da equacao de segunda ordem:
o’ = f(t,z, 2", \)

com condi¢oes iniciais z(ty) = zo e 2/(ty) = x(. Assumindo f de classe
C!, desenvolva as férmulas da derivada da ¢ em relacdo a z, ¥’ e a \.

Seja f com derivada continua no aberto 2 de R x R™. Mostre que a
solugao ¢(t, to, z9) da EDO 2’ = f(t, z) com condigao inicial z(ty) = ¢
tem derivada em relagao a ty e que essa derivada g—z‘(’](t, to, To) é continua

no dominio D. Além disso g—;‘(’)(t, to, o) satisfaz a seguinte EDO linear:

2 (Ftttom)) = (Fttotttozon ) (5t o)

com condic¢ao inicial <%§(t0, to, :cg)) = —f(to, xo).

Partindo de um campo de vetores dependendo do tempo X : R x M —
TM em uma variedade diferenciavel M, mostre o que é uma solucao da
EDO em M dada por 2’ = X(¢,x) com condigao inicial z(ty) = zo. A
solucao depende da parametrizacao da variedade? Como definiriamos
uma solu¢ao maximal passando pela condigao inicial (¢g, zo)?

Seja X um campo de vetores (auténomo) em uma variedade M. Mostre
0s passos principais na construcao do fluxo ¢y, i.e.; o grupo local a 1-
parametro de difeomorfismos (solugoes locais da EDO 2’ = X (z)).

Mostre que se M é uma variedade compacta entao todo campo X é
completo.



13.

14.

15.

Seja X um campo de vetores (auténomo) em uma variedade M. Seja
¢ 0 grupo local a 1-parametro de difeomorfismos (solugoes locais da
EDO 2/ = X(z)). Mostre que um difeomorfismo ¥ : M — M co-
muta com ; para todo ¢t no dominio se e somente se ¥, X = X (i.e.
dy-1,) V(X (U1 (p))) = X(p) para todo ponto p € M).

Se ¢y é o fluxo associado a um campo X em M entao X o ¢y = dp X

(precisamente: X (¢(p)) = dppe(X(p)) = Bwa;gp) )-

Usando como defini¢ao de colchete de Lie entre dois campos de vetores
X e Y em uma variedade diferenciavel M que

Xy = 1)

mostre que 1y = Y, para todo s,t nos dominios, onde @ e 9, sao
os fluxos associados aos campos X e Y respectivamente.



