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Resumo.  Fazemos uma apresentacao dos campos log-lipschitzianos em conjuntos abertos
do R”, incluindo exemplos, uma exposicao sobre a validade do Teorema de Picard para campos
log-lipschitzianos, o lema de Osgood (uma generalizagdo “nao linear” do lema de Gronwall) e
mostramos que o produto de convolucao do gradiente da solucao fundamental do laplaciano com
uma funcao em LP é um campo log-lipschitziano. Veremos como este resultado tem aplicagao
na dinamica de fluidos, para as solugoes obtidas por D. Hoff para fluidos compressiveis com
viscosidade, ou seja, falaremos sobre o seguinte resultado: se a velocidade inicial estiver em um
espaco de Sobolev com um indice positivo adequado entao o fluido correspondente tem estrutura
lagrangiana, i.e. as curvas integrais do campo de velocidade sao tnicas. Também falaremos sobre

a imersao de espacos de Sobolev no conjunto das fungoes log-lipschitzianas.
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Capitulo 1

1.1 Os campos log-lipschitzianos

Antes de definirmos os campos log-lipschitzianos, conceito bésico deste texto, como motivacao
vamos lembrar a definicao de campos lipschitzianos e o Teorema de Picard, sobre a existéncia e
unicidade de curvas integrais (ou trajetérias, trajetérias de particulas, ou fluxo) desses campos.
Naturalmente, como o nome indica, campos log-lipschitzianos estao relacionados com campos
lipschitzianos. Como veremos, eles sao uma generalizacao destes, no sentido de que o conjunto dos
campos lipschitzianos esta contido no conjunto dos campos log-lipschitzianos.

Em todo o texto, €2 denotara um aberto do R™ e I um intervalo aberto da reta.

Como sabemos, um campo de vetores v em € (i.e. uma aplica¢ao v : 0 — R™) é dito um campo

lipschitziano quando para alguma constante C' (C' > 0) temos que
(1) = v(22)] < Clay — a2 (1)

para quaisquer pontos 1, xs em ). Se o campo v for limitado, esta condi¢ao é equivalente a

sup [o(@1) —vlz)| _
0< |z —wa| <1 ’xl _372‘
z1,T2 € Q

Considerando o campo v também dependente de uma segunda variavel real ¢ € I (fisicamente,
essa variavel denota o tempo) o Teorema de Picard, nos diz que se v : 2 x [ — R™ é uma aplicagao

continua, e uniformemente lipschitziana em relagao a t, i.e. para alguma constante C,
[v(1,8) = v(@2, t)| < Clay — a2 (2)

para quaisquer pontos x1, s em ) e qualquer ¢t em I, entdo para todo par de pontos (xg,ty) em

) x I, existe uma tunica soluc¢ao do problema
¥ =v(x,t), x(ty) = wo, (3)

onde ' = 0x/0t, definida em algum intervalo aberto Iy = I(xg,ty) C I. Denotaremos esta solugao
por X (-;mzg,ty). A aplicagao t € Iy — X (t;x0,ty) é dita a curva integral do campo v, passando
pelo ponto zy no instante ty (ou, fisicamente, na dinamica de fluidos, a trajetéria da particula que
no instante ty encontrava-se no ponto g, se v(z,t) representa a velocidade de uma particula do

fluido que no instante ¢ encontra-se no ponto x). E a aplicacao (t,x¢) € I(xo,to) X Q — X (¢; x¢, to),
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chama-se o fluxo do campo v. Como se vé, temos a dependéncia dessa aplicacao em relagao ao
ponto (instante) to, mas, geralmente vamos consideré-lo fixado, tomando, por exemplo, como sendo
o instante zero. Se o campo v for também limitado, temos Iy = I, para todo (zg,ty) € Q x I.

Quando, para qualquer (xg,t) € 2 x I, o problema (3) admitir uma tnica solu¢ao X (-;zo, to),
definida em algum intervalo aberto [, diremos que o campo v tem estrutura lagrangiana.

Uma questao interessante é perguntar se a condigao de Lipschitz (2) é necesséria para o campo
v ter estrutura lagrangiana. Um contra-exemplo simples* é dado pela funcdo (campo escalar)
definida(o) por v(z,t) = xlog|z|, se x # 0 e v(0,t) = 0, com t € R. (Vale observar que a
funcao —zlogx, x > 0, Olog0 := 0, é usada na Teoria da Informacao, para definir a entropia de
Shannon; v. [17] ou e.g. [22, §4.1], e xlogx é usada em Otimizacao; v. e.g. [14, 6].) Podemos
verificar que esta func¢ao é continua, mas ela nao satisfaz a condigao de Lipschitz (2), para = em
nenhuma vizinhanga do zero. Com efeito, para x # 0 temos que dv/0z = log|z| + 1, logo, nao
¢ uma funcado limitada para z # 0 em nenhuma vizinhanga do zero. Notemos que a condicao (2)
implica que nos pontos onde v possuir derivada em relagao a z, esta é uniformemente limitada (em
norma) pela constante C'. (Na verdade, para quem conhece Teoria da Medida e derivada fraca,
podemos dizer que a condigao (2) é equivalente a v ter derivada fraca dv/0x no espago L*>° com
|(0v/0x)(-,t)|| L=y < C para todo t € I; cf. Teorema de Rademacher, v. e.g. [5].) Apesar
dessa fungao nao ser lipschitziana, i.e. nao satisfazer (2), para x em nenhuma vizinhanga do zero,
digamos em Q x I = (—1,1) xR, para fixar as ideias, ela tem estrutura lagrangiana em (—1,1) xR,
ou seja, o problema

o = zloglal, w(ty) = o

tem solugao unica, para qualquer (zg,ty) € (—1,1) x R, onde, por defini¢ao, 0log0 := 0. Para
demonstrar este fato, em primeiro lugar notamos que se zy # 0, isto é uma consequéncia do
Teorema de Picard, pois v(z,t) = xlog |x| ¢ lipschitziana para x numa vizinhanga de xy # 0 (0v/0x
é limitada para = ~ g # 0). Na verdade, neste caso, podemos calcular a solu¢ao explicitamente

(separando as varidveis) encontrando que a soluc¢ao do problema é a fungao

(t—t0)
X<t;$07t0) = j:|x0|e ’ )
com dominio Iy = R, onde o sinal £ é + se g > 0 e — se g < 0. No caso x¢g = 0, é claro que
z(t) = 0 é uma solugao. Esta solucdo é a unica solugao, pois se outra soluc¢ao ¢(t) = X (-;0, ) nao
fosse nula em algum ponto t1, pondo z; = ¢(¢;), teriamos que ela coincidiria com a func¢ao acima

X(+; x1,t1) (com xq,t; no lugar de xg,t) o que seria uma contradigdo, pois esta nao se anula em

4H4 muitos outros exemplos, simples, como é o caso da funcio v(x) = 1 + 222/3 [1, Exemplo 1.2.1].



|e(t—t0)

nenhum ponto. (Em resumo, X (t; z¢,ty) = (sgnzo)|zo é a solucao, qualquer que seja zy € R,

onde sgnrg =1sexg >0,0se 290 =0e —1se zy <0.)

Outra propriedade interessante da fungao (do campo escalar) v(x) = v(z,t) = xlog|x| é que
apesar de nao satisfazer a condigao de Lipschitz (1) (ou (2)), ela satisfaz a condi¢ao modificada:

existe uma constante C' tal que
[v(z1) — v(w2)] < Cloy — 22| (1 — log[z1 — 22]) (4)

para todo z1,29 € (—1,1) tal que 0 < |z; — 25| < 1. (Notemos que o lado direito de (1) foi
modificado pelo acréscimo da quantidade —C'|zq — x2|log |x; — x3|, a qual é nao negativa, visto
que |z; — 2| < 1.) Podemos demonstrar esta desigualdade da seguinte maneira: para x; e z3 no

intervalo (0,1), supondo z; < x9, 8.p.g.”, temos que

|v(x1) — v(z2)] |f0 v (21 + s(xg — 1)) ds|

= |($2—$1 fO $1+8($2—$1))d5’

= |( 5172—331)f0 1+ log(z1 + s(za — 1)) ds

< |xe — 24|(1 fo log(xy + s(xg — 1)) ds)

< |y — 21|(1 — [, log s(wy — 21)ds)
= |zo — 21|(1 fl (log s + log(ze — 1)) ds)
= |zy — x4|(1 fol log sds — fol log |z — x1| ds)
= |22 — 21|(2 — log |22 — z1])

< 2|z — 21|(1 — log |z — 1))

6: daf, como a fungio v(z) = xlog |r| ¢ uma fungao impar, temos também a mesma desigualdade
para xi, 2z no intervalo (—1,0); e para z; no intervalo (—1,0) e x5 no intervalo (0,1), se
|#1 — @] = 29 — 21 < 7!, usando que a funcio —xlog|x| é crescente no intervalo [—e™! e™!]

?

temos:

lv(x1) — v(z2)| = z1log(—x1) — x2log 22
< —(—21 + 22) log(—x1 + x2) — (22 — x1) log(za — 1)
= —2(xg — 1) log(ze — 1) < 2(1 — (29 — x1) log(xs — x1)) .

5sem perda de generalidade

6Aqui, supondo 0 < z3 — 27 < 1/2 (ou menor do que qualquer constante positiva menor do que 1),

1,7
p , . . _ + — d
também poderfamos fazer as contas analisando o quociente [o(@1)—vizs)] — Lo v(@mts(eaza)ds] _
—(z2—21) log(z2—21) —log(z2—x1)
|f01 1+log(z1+s(za—z1))ds| 1 fol |log(z1+s(za—z1))|ds 9
—log(z2—x1) < log 2 + —log(z2—x1) <o+ log2*
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Caso |x; — 23] > e~ ', usando que a fung¢ao v(x) é limitada no intervalo (—1, 1), temos

_ E)—vl@)]),.
= 01 —w2] |I’1 ..'L‘2|

< 2(max |v|)e|r; — xo| < 2(max |v|)e|r; — xo| (1 —log |z — z5]) .

[v(z1) = v(z)]

Na verdade, como se vé por esse argumento, para mostrarmos (4) basta considerarmos a
desigualdade para |z; — 23] menor do que uma certa constante arbitraria, uma vez que a funcéo v
é limitada. Além disso, notemos também que para || < e~! vale que |z| < —|z|log |z|. Entao, a

condigao (4) é equivalente a

[v(z1) — v(w2)| < =Clay — 22| log |z — 22 (5)

1. uma vez que v é uma funcao limitada. Finalmente, observamos que se z; = 0

para |x; — x| < e~
ou x5 = 0, a condi¢do (4) se verifica trivialmente, pois v(0) = 0.

Também pode-se mostrar que v(z) = xlog |x| satisfaz a condi¢do (7) usando a propriedade
de concavidade; cf. [1, Exemplo 1.4.2]. Outra caracteristica desta fungdo é que sua derivada
¢ uma funcao absolutamente integravel, localmente, logo é de variacao limitada, também
localmente, i.e. para qualquer intervalo limitado I C R temos que o conjunto das somas
dolv(zy) —v(xja|, z1,---,2; € I, j € N, é limitado. Um exemplo de uma fungio que satisfaz
(4) mas ndo é de variacdo limitada localmente é dado por [4], f(z) = xpe Vsin(e!/?), xz, =

x, sex >0, e0, sex <O.

Definigao 1 (Campos log-lipschitzianos). Dizemos que um campo v € log-lipschitziano em

Q se ele satisfaz (4), para quaisquer x1,x9 € Q tal que 0 < |x; — x| < 1, ou, equivalentemente, se

sup [v(z1) — v(z9)] - (6)
0< o1 — w2 <1 |21 — 2| (1 — log |71 — 22])
z1,x2 € Q

e (por conveniéncia) se também é limitado em €.

Como estamos supondo que o campo v ¢é limitado, a condigdo (6) também é equivalente a

lv(z1) — v(z2)| < —C'log |z — x5|, para alguma constante C, para quaisquer z;,zy € €2 tal que
1

0< |z —ao <e ') ie.
v\T1) — T
N Ve S -
0<‘$17x2|§e_1 |x1_$2|10g|l’1—$2|
r1,22 € Q)



O conjunto dos campos log-lipschitzianos em €2 é um espaco vetorial normado, com a norma

vl = [vllzr@) = v]|le@) + (V)L (8)

onde (v)rr, é a seminorma definida em (6) e ||v||zoc () = ||V]|cp = SUP,eq [v(x)|. Denotaremos este
espago, munido desta norma, por LL ou, mais precisamente, por LL({2). (A quantidade definida
em (7) também é uma seminorma, mas achamos mais conveniente trabalhar com a seminorma
definida em (6).) Quando necessario denotaremos (v)rr, mais precisamente, por (v)rq). Nao é

dificil mostrar que LL é um espago de Banach (um espaco vetorial completo).

A propriedade principal dos campos log-lipschitzianos é que eles tém estrutura lagrangiana, ou
seja, o Teorema de Picard vale para os mesmos. Mais geral e precisamente, se v : 2 x I — R" é

uma aplicacao continua tal que, para alguma constante C',
[v(z1,t) — v(z2, t)| < Clzy — 22[(1 = log |21 — 22]), (9)

para quaisquer xq, Ty € 2 com 0 < |z — 3| < 1, i.e. se sup,c;(v(-,1)) L < 00 entdo o campo v tem
estrutura lagrangiana. Em [3] foi feita uma demonstracao deste resultado que vale também em
espagos de dimensao infinita (i.e. com {2 sendo um aberto de um espago de Banach F e o campo
v:Q x I — E). Comparando com, por exemplo, a demonstracao em [18] do Teorema de Picard
para campos lipschitzianos, no que se refere a existéncia de solu¢ao do problema (3) a diferenca da
demonstragao em (3] estd na forma de mostrar que a iteracao de Picard é convergente. Quanto a
esta parte, a demonstracao em [3], a qual é reproduzida exatamente da mesma forma na segao 5.2
do livro [2], é a seguinte: dado (xg,tg) € 2 x I, tomemos a sequéncia, iteragao de Picard, ¢g = o,
or(t) = mo—i-ftz v(pr-1(8),s)ds, k =1,2,--- parat em um intervalo Iy contendo t, suficientemente
pequeno de forma que ¢ (t) € B,.(x¢) C 2, para alguma bola fechada B,.(zg) de raio r > 0 e centro
7o e para todo ¢t € Iy. Devemos mostrar que a mesma converge para a solucdo do problema (3).

Para mostrarmos isso, e para facilitar a notacao no restante do texto, introduzimos a funcgao

1-1 0<r<l
m(r) = r( ogr), se r (10)
T, ser>1.
(também podemos escrever m(r) = rlog(1/r), para 0 < r < 1) e notamos que, para k,l €
{1,2,---}, temos a desigualdade

¢
| Pr1(t) — ()] < |/ (v(- 8))Lem(|@rri-1(s) = pr-1(s)])ds], (11)

to
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para todo t € Iy. Logo, definindo py(t) = sup; |ors:(t) — wi(t)| e observando que a fungiao m é

crescente, obtemos
t

pr(t) < C’|/t m(pe_1(s))ds|, Vt¢€ .

0

e, tomando o limsup com a relacao a k, que

t
) €1 [ miplsas, Ve, (12)

to
com p(t) := limsupy, px(t), observando que passamos o limsup para dentro da integral tendo
em vista que limsup, pr é o limite da sequéncia (; := sup,{ypk, Yr+1, -}, logo, como m é

7

?

uma fungdo crescente, pi(t) < C’|ft'; m(Ck-1(s))ds|, e dai, pelo “Lema de Fatou reverso”
lim supy, pi(t) < C]| fti lim supy, m(Ce—1(s))ds| = C| ftz limy, m(C-1(s))ds| = C| ftz limy m(p(s))ds|.

A desigualdade (12), como veremos, implica que p é a fungao nula (em Iy), e isto que dizer
que existe o limite limy pg(t) = limg sup; |@ri(t) — @x(t)| e é nulo, para qualquer ¢t € Iy, logo a
sequéncia {p,(t)} é de Cauchy em B, (o), entdo temos definida a funcio ¢(t) = lim, ¢(t), t € I,
tomando valores em B, (zo) C Q. Para concluir que o(t) é uma solu¢do do problema (3), basta
usar o Teorema da Convergéncia Dominada na iteracao de Picard, ¢ (t) = x¢+ fti v(pr_1(s), s)ds,
passando ao limite quando k — oo. Notamos que a sequéncia {v(¢x_1,+)} é uniformemente
limitada por uma funcdo constante (integravel) no intervalo Iy, visto que v é continua e . (t) €
WCQparatodok:zl,Q,--- e todo t € I,.

Que a desigualdade (12) implica que p é a funcao nula pode ser visto como consequéncia de
um teorema antigo, que tem sido bastante usado nos tltimos anos, pelo menos na matemaética
da Mecanica dos Fluidos, conhecido, na sua forma mais geral, como Lema de Osgood, devido a
[15], e o qual generaliza o teorema mais conhecido como Lema de Gronwall. O seu enunciado e

8

demonstracao (simples), essencialmente como estao em [2] (ou [3])®, s@o os seguintes:

Teorema 2 (Lema de Osgood). Sejam~y : R — R, :=[0,00) uma fungao localmente integravel,
ew: Ry — Ry uma fungdo continua nao decrescente com w(r) > 0 se r > 0. Suponhamos que
uma fun¢do continua nao negativa p satisfa¢a a desigualdade p(t) < a + ftl; v(s)w(p(s))ds, para
um numero real a > 0, tg € R, e todo t > ty em um intervalo J contendo ty. Se a > 0 entaio,
pondo M (x) := fl dr-para x > 0, temos que —M (p(t)) + M(a) < fti v(s)ds, para todo t >t

z w(r)’

em J. Sea=0 ew satisfaz 1Ldr:oo, entao p(t) = 0 para todo t >ty em J.
0 w(r) p

"v. e.g. na Wikipedia, http://en.wikipedia.org/wiki/Fatou’s_lemma#Reverse_Fatou_lemma. Notemos que

{m({r_1)} é uniformente limitada por uma constante em I, ji que @i (t) € B, (xg) para todo k = 1,2,--- e t € I,.
8V. [1, 7] para casos relacionados. Em particular, para a condi¢ao (12) tendo no lugar de m a funcio identidade,
o resultado parece ser devido a Lindeldf, como estd dito, incluindo a demonstracao nesse caso, em [7, p. 162, 163].
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Demonstragao: Definindo R(t) = a + fti y(s)w(p(s))ds, t € J N [ty, 00), temos que p(t) < R(t) e
R'(t) = v(t)w(p(t)) < v(#)w(R(t)), q.t.p.2. Caso a > 0, temos R(t) > 0, logo,

d 1

R'(t) < ~(1).
Entéo, integrando de ¢y a t, obtemos a desigualdade —M (p(t)) + M (a) < ft'; v(s)ds
Caso a = 0, temos obviamente que p(t) < a’ + ft'; v(s)w(p(s))ds, para qualquer a’ > 0, logo,

pelo caso a > 0, vem que

M(d) < / +(s) ds + M(p(t))

to
para todo a’ > 0. Dai, fazendo a' tender para zero, obtemos que fol ﬁdr < o0 se p(t) > 0 para
algum t € J N [tg,00). w
Aplicando o Lema de Osgood a desigualdade (12), obtemos que p(t) = 0 para todo t > t; em
Iy. Para obter o mesmo resultado para t < t, basta tomar p(—t) no lugar de p(t) e aplicar o Lema
de Osgood no intervalo —1Iy := {—t;t € I} e com —ty no lugar de t.
Observamos que tomando, no enunciado do Lema de Osgood, a fungao w = id. (w(r) =r, Vr €

R,), obtemos o Lema de Gronwall. Outra observagao é a seguinte: pela defini¢do da funcao M,

temos que ela é estritamente decrescente (M'(z) = —1/w(z) < 0 paraz > 0), logo tem uma
inversa M " (definida no intervalo (— [;* %, 01 %) Entao no caso em que M(a ft s)ds €
Dom.M ™! a desigualdade dada quando a > 0 equivale a p(t) < M ™! ft Para a

funcdo w = m dada em (10), temos que M e a sua inversa sao dadas por

In(l—Inz), sel0<ax<1 e Y, sey <0
M(z) = { B~ Ino) = e M) = y="
—Inz, sex>1 ell=exp®)) — ge ¢y > 0
Logo, se M(a ft s)ds>0ea<1,ie a<min{l,e"” op(fi ()41 temos que
p(t) < el exp(M(a)— ft )ds) _ el (1—Ina)exp(— ft s)ds)’
i.e.
p(t) <a exp(— ft (s)ds) 1 exp(—ftto 'y(s)ds)‘ (13>

Quanto a unicidade de solugao do problema (3) para campos log-lipschitzianos, de forma similar

a que obtemos (11), temos que se ¥ e 19 sao duas solugoes de (3) definidas em um intervalo I

9%em quase todo ponto, i.e. exceto fora de um subconjunto de J com medida de Lebesgue nula



contendo t, tais que ¥4 (tg) = 12(ty), entao

t
|1 (t) — a(t)] < / (v(-, 8))eem(|vn(s) — 1ha(s))])ds,
to
para todo t € Iy, logo ¢1 = 15 em Iy, pelo Lema de Osgood.
Além disso, como uma aplicagao da desigualdade (13), obtemos a dependéncia continua da
solugdo do problema (3) em relagdo as condigoes iniciais, para campos log-lipschitzianos. Com
efeito, tomando a solugdo X (-; o, tp) do problema (3) (o fluxo do campo v), analogamente a (11),

temos

¢
| X (t; 21, t0) — X (t; 22, t0)| < |21 — X9) +/ (-, 8)) Lm(| X (s;x1,t0) — X (8529, 10)])ds,

to

logo, de (13), obtemos
X (21, ) — X (22, o) | < |y — g i (OBl emp= i 21, (14)

para 0 < |z — 29| < min{l,el_eXp(ﬁo Y9401 onde y(s) := (v(-, s)) 11, desde que esta funcdo seja
localmente integrével (integravel em (g, t), para quaisquer to,t € I), o que ocorre naturalmente
se esta funcao for limitada em I, como ¢é o caso, e.g. do campo v ser uniformemente lipschtziano,
como em (2), ou, mais geralmente, uniformemente log-lipschitziano, como em (9). Aqui cabe a
seguinte observagao: na verdade, para a validade do Teorema de Picard, a constante C' em (2), ou,
mais geralmente, em (9), pode ser substituida por uma fungao localmente integravel na variavel
t, como se pode concluir analisando a convergéncia da iteracao de Picard mostrada acima. Em
outras palavras, um campo v em ) x I tem estrutura lagrangiana se a seminorma (v(-, s)) @) for
uma funcao localmente integravel em I, e, além disso, nesse caso, temos a dependéncia continua
em relagdo as condigbes iniciais, dada explicitamente por (14). Em resumo, e mais precisamente,

temos o seguinte teorema:

Teorema 3 Seja v : Q x [ — R"™ uma aplicagio em Li _(I; LL(Y)), i.e. tal que a fungio
t €l = |v(-,t)||Le seja localmente integravel em I. Entao, para qualquer ty € I, existe uma

unica aplicagio X (-;-,tg) : I x Q — Q continua tal que

X(t;z,tg) =+ /tU(X((S;{E,tQ),S)dS, (t,z) € I x Q. (15)

to

Além disso, vale a estimativa (14), com ¥(s) = (v(-,$))rL, para quaisquer x1,z5 €  tal que
0 < |z1 — 22| < min{l, et V(S)ds)},



Observamos que a estimativa (14) quer dizer que, para cada t € I, a aplicagdo z € Q —
X(t;z,t9) é Holder continua com expoente de Holder dado por aw = exp(— ft’; (v(+,8))Lrds).

Na préxima se¢ao vamos mostrar que o produto de convolugao do gradiente da solugao
fundamental do laplaciano em R"™ com uma funcao em uma intersecao de espacos de Lebesgue
LP(R™), para p’s adequados, resulta em um campo log-lipschitziano em R™. Para encerrar esta
secao, vamos fazer o seguinte comentario sobre a relacao do espago LL com o espaco C* das
fungoes (ou campos) Holder continuas, 0 < o < 1, e com o espago Lip das fungoes lipschitzianas:
como r < m(r), r > 0, temos que toda fungao lipschitziana é log-lipschitziana, ou seja, temos a
inclusao Lip C LL. Essa inclusao é propria, i.e. Lip # LL, como podemos ver pelos exemplos
dados acima. Por outro lado, nao é dificil verificar, usando por exemplo a Regra de L’Hopital
que para a € (0,1), a fungao m(r)/r* = r*=*log(1/r), r € (0,1), é limitada no intervalo (0, 1).
Entéo, podemos concluir que LL C C*, para todo « € (0,1). Fixado qualquer a € (0, 1), temos
que essa inclusdo também é propria; por exemplo, a fun¢ao f(z) = |z|* é Hélder continua, mas
nao ¢ log-lipschtziana, visto que o problema 2’ = |z|%, 2(0) = 0, tem mais de uma solugao (na
verdade, tem infinitas solugoes; cf. [18, Exemplo 2, §1.2]). Em resumo, temos a seguinte relagao
com as duas inclusoes proprias:

Lipc LL C C*

para todo o € (0,1). A inclusdo LL C C* é interessante na area das equagoes elipticas para se
obter regularidade melhor do que C', de fronteiras livres e de solugoes de equagoes totalmente nao

lineares; v. [13, 21].

1.2 O campo gerado pelo gradiente da solugao fundamental do

laplaciano

Nesta secao consideramos a solucao fundamental do laplaciano em R",

_1 _
I(x) = 1 o log2|ﬂ, sen =2
m|[)’)| s Se n Z 3,

xr € R", onde w, ¢é area da esfera unitaria em R", e mostraremos a seguinte proposi¢ao:
Proposicao 4 Sejal <p <n. Se f € LP(R")NL*®(R") entdo o produto de convolugio VI'xf (i.e.

(VT f)(x) := [gu VI (@ —y) f(y)dy) € um campo log-lipschitziano em R™ e satisfaz a desigualdade
IV * flloo@wey < C(| fllee@ny + | fllLe@ny), onde C € uma constante que sé depende de p e n.
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Demonstracao: Primeiramente temos que

VT * fllpoo@ny < C (|| fllLeny + ||.f] e rny) -

x —_—
< @l
e ()
x x
= fBl(y) ’23 _ y’nfld + fB1(y)C T — y|n71 dx
p—1
1 1 v
< I fllze@m) f5,0) Wdiﬂ 1 fllr@e | Sy —ampde
Y o —y[ 7
< Cil[fllzee®ny + Col f| o Ry
-1
Notemos que (n p > n, visto que p < n.
Resta mostrar a segunda estimativa, ou seja,
(VI floe < CUf o) + [1f |z @n)-
Sejam z,y € R" com ¢ = |[x —y| < 1. Para & = T Y, j=1,2,...,n, escrevemos
[(Ta; * f)(@) = (Ta, + f)(W)] = | J [Co, (= 2) = Lo, (y — 2)]f (2)dz]|
Be (2)U[B2(2)\B: (2)]UB2 (%)
<I+1T1+111,

onde
I =1 [y o Cey (@ — 2) = Doy (y — 2] f(2)d2]

Ti—% Y —%
= _ - d
i [~ {2 00

< C||f||L°°(]R") fBQs(:ﬁ) dz

|z — 2|1

1
2e

= C[| fllze@n g

= Cel| f| oo ®ny;

r-

dr

Tn—l
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II =] [ [Tz —2) = Taly — 2)]f(2)dz]
Ba(2)\B. (2)

<Clflee@ny [ I — o——ldz
B3 (2)\Be (%) |z — 2| ly — 2|
<ONflee@ne fy [ lwe — 2|7"dzd,
B2(Z)\B:(7)
onde g = x + 6(y — x), para algum 6 € (0,1). Uma vez que
By (%) \ B=() C Bs(w) \ Beja(wo),
segue que
II < C|fllr@me [, [ 2y — 2| "dzdf
Bs(z0)\ B /2(z6)
13 !
= CHf”L‘X’(R”)E fO fs/? r—ﬂdrd@
3
= C||f|lze@meInr
€/2
= C|fllpe@ne(In3 +1In2 —Ine)
Por fim,
11 =] [ [C(@—2)—Taly— 2)f()dz]
Bg(f)c
< [ — T 1 (2)ldz
e T2 " Ty 2P
<Cefl [ |wg—z""|f(2)|d2db
Bi(zo)
p=1
S 05 fol ||f||Lp(Rn) < f |£L'9 — Z| Pl) dg
Bi(ze)

< Cel| fllo(m-

Desta forma,

[(Ta; % f)(2) = (Tey + ()| < Ce(X = Tne)([|fllo@ny + [ 1L @m)
= Clz —y[(1 = Infz = y[)([[fllr@n) + |1f]| oo @)

Portanto,
(VI 5 )z < CU Lo + 11 | zege).

o que conclui a demonstracao. m

A Proposicao 4 e a sua demonstragao acima valem em outros dominios no lugar do R”, com a

funcao de Green do dominio no lugar de I'. Para o resultado com a funcao de Green explicita no
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semiespaco, com a condigao de fronteira de Dirichlet ou Neumann, v. [20, Corolario 1.18], onde se
mostra, que a funcao de Green, neste caso, sastisfaz as mesmas estimativas satisfeitas pela solugao
fundamental I' que foram usadas na demonstracao da Proposicao 4, o que é suficiente para se obter

o resultado.

A integral VI' % f é um operador do tipo potencial de Riesz.

1.3 Imersao dos espacos de Sobolev em LL

Nesta secio vamos mostrar que o espaco de Sobolev H2+1(R") est4 imerso em LL(R™).

Sabemos que o espaco HzT*(R") C C*(R"),* se 0 < o < 1. A demonstracio deste resultado
dada no livro [19, Proposigao 1.5, Cap.4, p. 318], como é observado pelo autor na mesma, mostra
também que no caso a = 1 temos que H™?*'(R") C LL(R"). Esta demonstracio é a seguinte,
onde escrevemos [ = [,: dada u € H n/2+1(R"), pela férmula de inversdo da transformada de

Fourier *, temos que

2m) 2| [ (€)eiE (e — 1)de]

u(z +y) —u(z)| = (27)
(2m)="72] [ i 1+ [€[7) 2 et (e — 1)(1 + [¢[?) =2/t
(27m)”
(2m)~

IN

2m) = f!u L+ [g) 2 de) 2 ([ e s — 1P(1+ [¢f?) /2~ 1dg)Y?
2m) =" ||u||H”/2+1 fley§ — LP(L+ [¢]?) /2 1dg) 2,

e podemos estimar a tltima integral estimando-a nos conjuntos {&;[¢| < 1/|y|} e complemento.

No primeiro, usando que |e¥* — 1| < |y||¢] e coordenadas polares, obtemos

2

. n 1 T n—
Sepcayp 1€7¢ = WP+ [EF)21de <yl [ o WT Ldr
1
<yl Sy ridr = sl log(1+ 1/lyf)
< 5|y\210g pee selyl <1,

e no segundo, usando que |e¥* — 1| < 2 e também coordenadas polares, podemos estimar a integral

0o Tnfl 00 Tnfl )
4/ —dr§4/ dr = 2|y[2.
1) (L r2)e/2e R

Isso encerra a demonstracdo de que H™/2T1(R") C LL(R").

por

Mais geralmente, vale que o espaco de Sobolev W/PP(R") esté imerso em LL: v. [23].

com a inclusdo C usada no sentido de imersdo: toda funcdo em HZ=T%(R™) é igual q.t.p. a uma funcdo em

co(R™).
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Capitulo 2 — Uma aplicacao na matematica da mecanica dos
fluidos

Uma aplicagao de campos log-lipschitzianos em mecanica dos fluidos ou as equagoes de Navier-
Stokes, foi feita por Chemin e Lerner no artigo [3], em que foi também generalizado o Teorema
de Picard, como expomos acima. Nesse artigo, eles demonstram que o campo de velocidade v nas
solucoes das equacgoes de Navier-Stokes para fluidos incompressiveis em R", com velocidade inicial
no espaco de Sobolev H™/2(R™), é um campo log-lipschitziano, em relacdo & varidvel espacial, com
(v(-,t)) 1, localmente integravel, em relacdo ao tempo t, logo, tem estrutura lagrangiana. (Na
verdade, eles mostram este resultado com a funcdo r(1 — log)*™'/2 no lugar de (1 — logr), para

e > 0 arbitrario.) Aqui vamos falar em mais detalhes de uma aplicagdo a fluidos incompressiveis.

Consideramos a solugao (p,v) para as equagoes de Navier-Stokes,

pr + div(pv) =0

: . : . 16
(pv?)e + div(pv’v) + P(p)e; = pAv? + X div v, + pf?, (16)

obtida por David Hoff em [9, 10, 11], no espago R", para n = 2,3, com a condi¢ao inicial
(p(,0), v(x,0)) = (po(), vola)), = € R™, (7)

As condigbes e propriedades dessa solugao podem ser vistas na se¢ao 2 do artigo [12], mas vamos
destacar abaixo as propriedades relevantes para o nosso propdsito aqui, que é explicar como
obtemos a estrutura lagrangiana para a componente v. Antes disso, detalhamos melhor o sistema
(16): a primeira equagao representa a conservagao de massa do fluido, a segunda (na verdade um
sistema; j = 1,---,n), a conservagao de momento; ¢t > 0 é o tempo, z = (1, - ,z,) € R",
n = 2,3, é a varidvel espacial, e p(z,t), v(z,t) = (v'(z,t),...), e P = P(p) sdo a densidade do
fluido, a velocidade e a pressao, respectivamente, e, u e A sao parametros de viscosidade, constantes
e estritamente positivos. Por fim, f = (f!,...) é uma forca externa, e div e A sdao os operadores

usuais da divergencia e de Laplace.

Sob certas condigoes nos dados (f, p, A, po, vo € a fungao de pressao P(p); v. [12, Teorema
2.1, corolérios 2.2 e 2.4]) D. Hoff mostrou que o sistema (16)-(17) tem uma solucao (p,v) com as

seguintes propriedades (dentre outras):

pEL® e p>cinfpyqt.ptl (18)
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onde ¢ é uma constante estritamente positiva;'?
e v é uma aplicacao Holder continua em R™ x |7, 00), para qualquer 7 > 0;

e (estimativa de energia)

SUP/ (2 p(z, t)|v(z, )]* + |p(z,t) — p|*] dx +/ / |Voldzdt < oo, (19)
n 0 n

t>0

onde p é uma dada constante positival?;

sup [ (1l [ Olo(e. OF + [l ) =) dr < o (20)

0<t<T

para cada T > 0, onde a > 0 é uma constante que pode ser arbitrariamente pequena '#;

01*S|1}|2 e o' VD]Q € Ll(R"x (0,00)), (21)

se inf pg > 0 e vy pertence ao espago de Sobolev H*(R"), 0 < s < 1, e onde ¢ é a fungao
o(t) =min{l,t}, t > 0,1, =2—ssen =2, r, =max{3 — 35,2 — s} se n =3, e v denota a
chamada derivada convectiva ou material de v, i.e. v = (v',--+), sendo que, para qualquer
fungao diferencidvel g, g := v - Vg (é a ‘derivada de g ao longo das trajetérias de particulas

do fluido’). °
Além dessas propriedades temos também as seguintes: sejam F' a funcao definida por

F = (u+ N)dive — P(p) + P(p)

e w a chamada matriz de vorticidade do fluido, i.e. a matriz n x n definida por w/* = vl — v’;j.

Entao F' e w sao fungoes Holder continuas em R™ X [1,00), para qualquer 7 > 0, e pertencem

12Por hipétese, pg > 0 q.t.p.

BPor hipéste, V/Povo € po — p pertencem a L?(R").

Esta estimativa é apenas para a dimensdo n = 2, assumindo, por hipétese, a mesma para t = 0, i.e. o dado
inicial, no caso n = 2, também satisfaz [5,(1 + |z[?)%[po(2)|vo(2)|* + [po — pI*]dz < oo. Esta condi¢do se faz
necessaria para compensar o crescimento logarftmico no infinito da solucdo fundamental do laplaciano em R2.

15A presenca dos “pesos” o!7% ¢"s em (21) capta uma “camada limite” em ¢t = 0 devido a que nio é assumido
inicialmente que o campo de velocidade do fluido v tenha derivada convectiva em H',i.e. ndo temos necessariamente
oo € H'(R"). Naturalmente, se o9 ¢ L*(R") (Vig € L*(R™)), devemos ter limy o |[0(-,t)| 2mn) = oo (respect.,
limg 0 [|VO(-, )| 2(rn) = 00) de alguma forma. A grosso modo, (21) nos diz que se vo € H*(R™), 0 < s < 1, entdo
10, )| z2@ny (IVO(, )| L2mn)) € limitada pela funcdo t(*~1/2 (respect., t~"+/2) para t préximo do zero.
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ao espago L™ ((7,00); H'(R"))'®) também para qualquer 7 > (. Finalmente, temos que a solucao
(p,v) é o limite de solugdes suaves (p°,v°)!", § > 0, quando § tende a zero.

Para quem conhece o termo, podemos dizer que a solucao obtida por D. Hoff é uma solu¢ao
fraca com “boas” propriedades, mas nao é, necessariamente, uma solugao suave (de classe C*
pelo menos). No entanto tem as propriedades acima, o que a torna uma solu¢do numa classe
intemedidaria, entre as solugoes suaves e as fracas. Em particular, sendo v um campo locamente
Holder continuo para t > 0, podemos falar no valor do mesmo em cado ponto em R™ x (0, 00).

O que faz com que a solucao de D. Hoff tenha as propriedades acima é a hipdtese da energia
ser suficientemente pequena inicialmente (v. o enunciado do Teorema 2.1 em [12]). Aqui, no que
se segue neste capitulo, pretendemos explicar como se pode mostrar que um campo v, de uma
solugdo fraca (p,v) das equagoes de Navier-Stokes (16), que possua as propriedades acima, tem
estrutura lagrangiana, inclusive para trajetérias de particulas partindo do instante ¢ = 0, i.e. o
problema (3) tem solugdo tnica para todo ¢ty > 0. Todas as contas abaixo devem ser feitas para
as solucoes regularizadas (p°,v°) e, posteriormente, mostrar que o resultado pode ser obtido para
o campo v, tomando o limite quando 0 tende a zero. Vamos omitir esta parte aqui (estd feita em
[12]) e vamos escrever (p,v) como se fosse (p°,v°).

Em primeiro lugar, notamos que podemos fazer a seguinte decomposi¢do do campo v (vélida

para qualquer campo suave), onde vamos, doravante, usar a “notacao do indice repetido”*®:

J — = F J gk
A/U - vxk,xk - ka,xj + (ka vxj)xk
= divo,, +wi (22)

= (Lt N, +wif 4 (u+ AP (p)

logo, definindo campos vg,, = (u}p’w .2), vp = (Ub,---) por
v%w =T (X)) +wlf) = (N7, # F 4 Ty % w?t,
vh= (1t N7 x Plo)e, = (1 + )7 (P(o) = P()), = (u+ AT, 5 (P(o) — P(7)

ie. vp, = (u+AN) IV *F+ T, xw* vp=VIx*(P(p)— P(p)), onde T é a solugdo fundamental
do laplaciano em R" (v. Segao 1.2), temos que Av’/ = Av;w + Avgg, ou, equivalentemente, ja que
estamos com funcoes integraveis em R", v = vp,, + vp.

Usando que p é uma funcao limitada (mais precisamente, em L°; propriedade (18)) e que a

le. sup;s, [po [VF(z,t)]*dz < oo, notando que a propriedade (19) implica que F € L? (R™ x (0,00));

analogamente para a matriz de vorticidade w.
7obtidas por regularizacio dos dados, i.e. tendo os dados iniciais p§ = po * 15 + &, v = vo * 15, onde {ns} é uma
sequéncia regularizante (“mollifier”) padrao

18,0 =" J
ka,a:k - Zk:l Uzk,xkv etc.
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pressdo P é uma fungao suave (isto é uma hipétese), temos que P(p) — P(p) é uma fungao em
L*. Além disso, pela propriedade (19) e pela propriedade (20), no caso n = 2, podemos concluir
que supg,<r || P(p(-,t) — P(p)||zr@r) < 00, para algum p < n, e qualquer 7" > 0. Entao, pela
Proposigao 4, obtemos que o campo vp(-,t) é um campo log-lipschitziano em R™, para todo t > 0,
e supg<;<r ||VP (-, 1)||LL@®r) < 00, para qualquer T' > 0. Portanto, pelo Teorema 3, o campo vp tem
estrutura lagrangiana, inclusive em to = 0. (Tudo que foi dito na Segao 1.1 para t no intervalo I
contendo t( vale para t no intervalo Iy N [tg, 00).)

Quanto ao campo v, pelo fato dele satisfazer a equacao Avf% = (u+ >\)_1ij + w%f e
das fungoes F' e matriz de vorticidade w serem Holder continuas em relagao a variavel espacial
x € R" para todo t > 0, usando a teoria de equacoes elipticas ou de operadores singulares,
¢ possivel mostrar que vp,(-,t) é um campo lipschtiziano em R", para qualquer ¢ > 0. (Para
mais alguns detalhes, v. [12, 16, 20].) Mas nao podemos dai concluir que ele tem estrutura
lagrangiana. Falta mostrar que a funcdo t — |[vpy (-, t)|emn) + [VFw(:, ) |Lip®r) ¢ uma funcao
localmente integravel, onde |g|piprn) denota a seminorma de Lipschitz de uma funcao g, i.e.
|9|Lip(Rn) = SUD< |2y —ap| <1, 21 wocrr [V(T1) — V(72)|/[71 — 72| Para isso é fundamental a observagao
de que a equagao do momento (segunda equagao em (16)) pode ser reescrita em termos da derivada

convectiva, da funcao F' e da matriz de vorticidade w, da seguinte forma:
pit = Foy + ply +pf, G=1 .

Dai tomando o divergente e o rotacional obtemos que F e w’* satisfazem as equacoes de Poisson

AF = div(pt —pf), pAw* =rot*(pv — pf). Em resumo, temos o seguinte quadro de equacoes

elipticas®®

Avpy = (W+A)"'VF +wf

L . o (23)
AF = div(pi — pf), pAw* = rot’*(p0 — pf)

que podemos explorar, continuando a usar estimativas de equacoes elipticas ou de operadores
singulares. Af, como ja se pode perceber, é onde serd 1itil a propriedade (21): da primeira equagao
em (23) estimamos vp,, em termos de F' e w, e da segunda, estes em termos da derivada convectiva
U

Vejamos em mais detalhes. Usando (23), vamos explicar, no que se segue nesta segao,
como mostramos que a funcao t — ||V (-, )| ee@mny + |VFw (-, t)|Lip@n) ¢ uma funcao localmente
integravel. Muitas vezes escreveremos | - |np, no lugar de | - |ip@ny. Vamos explicar, na

verdade, como se pode mostrar que esta fungao é localmente integravel em [0, 00), ou seja, que

Lk Y.

YCom a notagao wy® = (wpF,

k
Tk
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ftf |VFw (-, )| Loo mmydt < 00 € ftf [UFw (-, 1) |Liprmy dt < oo, para quaisquer 0 < ty < T'. Isto mostrard
que o0 campo Vg, tem estrutura lagrangiana também em ¢y = 0. Na verdade, ¢ty = 0 é o ponto inicial
mais dificil, no nosso caso. Assim sendo, e para simplificar a notacao, vamos explicar o argumento
de como mostramos que as integrais acima sao finitas s6 com tg = 0 e T = 1. Vamos adotar a
notagao usual || - [|,, 1 < p < oo, para denotar | - ||L»rn). Usaremos repetidas vezes, desigualdades
com essa norma, do tipo imersoes de Sobolev, e estimativas para a solugao da equagao de Poisson
(para equagoes elipticas) ou para operadores integrais em R", no caso p < co. Em qualquer lugar
abaixo, [ = fRn, e C denotarda uma constante (que ndo depende de ¢, nem de vp,, mas pode

depender de p, n e dos dados pg, vo, f).

Quanto a mostrar que fol |VFw (-, t)|leedt < 0o, é mais simples. Comegamos com a desigualdade

[0Fw (5 Dllee < Cllvrw (- t)ll2 + [[VUr. (5 Dllp), (24)
a qual é valida para p > n qualquer. Para limitar ||vp,(-,t)|]2 escrevemos

p [ vrul?de < [ plopwl?de + [[(p — p)?dx] 2 (f ‘Up’w|4dl‘)1/2
< [ plvpwldz + (f(p— p)2de)"> C ([ [vrwl?de) ™ ([ Vg |2dz) ™"

para algum 1 € (0,1) determinado por n e p, ou seja, usamos a desigualdade de interpolacao
|- 1la < Cl - 157"V - ||2. Segue-se entdo, de (24), que

lopul-B)]l2 < C(1+ ( / Vo)) ?) (25)

onde usamos a propriedade (19). Para limitar o outro termo ||Vug,(-,t)||, em (24), de (23) e

usando interpolacao, temos

IVvru ()l < CINE +w)( 0, < CIEF +w) (1)l "IV (F +w)( )13
< C(+ [|Vupy(z,t)|2dx)d-—m/2 (26)
<([(plopwl) (@, t)de + [ |f (2, t)]*dx)"?

para outro 7 € (0,1). Dai, estimamos fol |Vupw(-, t)]|,dt da seguinte maneira:

fol |IVop, (-, )] ,dt < Cfol {(1 + [ ’VUF,W(:U,t)de)(I_")/Q

5 /2 27
X (t f(p|®p,w|2)(x,t)dx)n/ 24 ([ [ f(z,)]dx) / }dt. 27)

De (24), (25), (27) e das propriedades (19) e (21), com s = 0, obtemos que fol |vFw (-, t)||oodt < oo.
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Observamos que para esta estimativa ser valida nao é necessario que o dado inicial vy esteja em um

espago de Sobolev H® com s > 0; ¢é suficiente que pertenca a L? (e satisfaga as demais condicoes

de ‘D. Hoff’; v. [12]).

Agora vejamos como podemos mostrar a integrabilidade local do termo |vg, (-, t)|Lip em relagao
at, parat > 0. Em primeiro lugar, sabemos que |[vp|Lip < ||VUFw| oo, €ntao, procedendo de forma
andloga a como mostramos que podemos obter a integrabilidade local de ||vg,,(+, )|, temos, para

qualquer p > n, que

IVorwloo CIVorullz + [1D*vEullp)
CUIF +wllz + [[V(EF +w)llp)
CA+Volla + 2l + [1£1]p)
C(

<
<
<
< O+ [IVollz + ol "IVl + 1£1,),

para algum 7 € (0, 1), onde usamos que a fungao p é limitada. Dai, a questao reduz-se a mostrar
a integrabilidade local do termo ||9]|5"||Vo|/2. Inserindo a funcdo o(t) = t, 0 < t < 1, de forma

andloga como fizemos em (27), podemos estima-lo da seguinte maneira:

1 1 1
/ ol |V oldt < ( / Y DU / = / [o[2da) (2 / Vilda)yd] 2. (28)
0 0

0

Dai, para obter condigoes suficientementes de integrabilidade, usamos o valor explicito do
parametro de interpolacao 1. Esse valor é dado por nn = n(% — ;1)), lembrando que p > n, mas pode
ser tomado arbitrariamente préximo de n. Vemos que n > 0 e inf,.,n=0,se n =2,¢e,n>1/2 ¢
inf,~,n = 1/2, se n = 3. Entao, para qualquer s > 0, no caso n = 2, e qualquer s > 1/2, no caso
n = 3, podemos obter n (tomando p > n suficientemente préximo de n) tal que s—n > 0, logo, com
essa escolha do 1 em (28), concluimos, que fol |0]|57"|Vo|[2dt < oo, se inf py > 0 e vy € H¥(R™),
s>0sen=2 s>1/2sen =3, tendo em vista a propriedade (21). Consequetemente, também
nessas condicoes, e em virtude das estimativas anteriores, concluimos que fol [VFw (-, ) |Lipdt < 00,

como queriamos mostrar.

Uma vez estabelecida a estrutura lagrangiana, procuramos estudar as propriedades do fluxo
X(t; xo,tp). Acima, em (14), vimos que pelo fato do campo v ser log-lipschitziano, obtemos, usando
o Lema de Osgood, que para cada t > 0 fixado, a aplicagdo = +— X(t;x,ty) é Holder continua
em R”, com a constante e expoente de Holder dados explicitamente em termos da seminorma
(v(+,t)) . Algumas outras propriedades interessantes podem ser obtidas, inclusive admitindo a
possibilidade da densidade inicialmente ser nula (existéncia de vdcuo) no complementar de um

subconjunto aberto V' do R"™, obtendo, neste caso, a estrutura lagrangiana para particulas que
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inicialmente encontram-se em V. Mais precisamente, em [12] foi demonstrado que se o dado
inicial e a forca externa f tém “energia” suficientemente pequena e se outras condicoes técnicas
sao satisfeitas (v. [12]), se vg € H*(R"), onde s > 0 paran =2 e s > 1/2 paran = 3, e, se
infy pp > 0 em um subconjunto aberto V' do R"™, entao o fluido modelado pelo sistema (16) tem
fluxo X (t,x) = X(t;x,t0), to > 0, tal que [12, Corolario 2.3 e Teorema 2.5

a) Para cadat >0, V! = X(t,-)V € aberto e a aplica¢io x — X (t,x) é um homeomorfismo de
VemVt;

b) Se K é um compacto contido em V e T > 0, entao para 0 < ty, to < T, a aplicagdo
X(t1,y) — X(to,y) € Holder continua de K" = X(t,-)K em K'. Mais precisamente, para
y1,Y2 € K com |y; — yo| < dist(K,9V), existem constantes L > 0 e v > 0 tais que

—LTY

|X(t2ay2) - X(tQay1)| < exp (1 - e_LT7)|X(tlay2) - X(t17y1)|6 )

c) Seja M C K CV uma k-variedade parametrizada de classe C*, onde a € [0,1), 1 <k <
n—1 e K é compacto. Entao existem constantes L > 0 e v > 0 tais que para qualquer t > 0,
M= X(t, )M ¢ uma k-variedade de classe C®, onde 3 = ae .

d) Eriste um niimero p > 0 tal que, para todo t > 0, inf p(-,t)[v+ > p.

Resultados semelhantes a estes, no caso V = R"? foram obtidos em [16], para fluidos nao
barotrépicos?’ em R?, assumindo que a derivada convectiva da energia interna seja de quadrado
integrdvel, e em [20], para fluidos barotrépicos no semiespago R? = {(z1, 2, z3); 23 > 0}, com a
condicao de fronteira de Navier.

Tendo o fluxo a disposicao, também podemos estudar o comportamento de descontinuidades

transportadas pelo mesmo ao longo do tempo; v. [12, Teoremas 2.6 e 2.7].
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