MA-311 - Turmas P e Q - Calculo III la. Prova, 05/04/2013

Aluno: RA:
Assinatura (como no RG):

Observagoes: Nao € permitido o uso de qualquer equipamento eletrénico.
Desligar o celular! Nao destaque o grampo da prova.

Todas as questoes (suas resolugoes) devem ser justificadas com o
conhecimento da Matéria - cf. livro-texto.

1. a) (1,5 pontos) Encontre a solugao de forma explicita do problema de valor inicial
y =z(@*+1)/y°, y(1) =2.

b) (1,0) Mostre que a solugao é tnica. Usando o conhecimento da Matéria, responda:

para que valores de z¢, Yo podemos garantir que a solucao existe e é tnica, substituindo a

condigao inicial y(1) = 2 por y(xg) = yo? (Ndo esquega de justificar, com a teoria vista.)

2. a) (1,0) Resolva a equagao y"” — 4y” + 4y = 0.
b) (1,5) Encontre uma solugao particular da equagao Lly| = v" — 4y + 4y = e** + %
no intervalo I = (0,00), i.e. parax > 0. Observa¢ao: a equacio aqui é de 2a. ordem.

Sugestao: encontre solucoes particulares separadamente para as equagoes Lly] = € e

Ly = 5

T

3. Resolva as equagoes, no intervalo I = (0,00) (z > 0):
a) (1,0) —izy —-3y==
b) (1,5)  xy —3y=uay’

4. (2,5) Resolva a equagao e*dx + (e”coty + 2ycosecy)dy = 0.
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Gabarito

1. a) (1,5 pontos) Encontre a solugao de forma explicita do problema de valor inicial
y =@+ 1)/y°, y(1) =2.

A equagao é de variaveis separaveis. Com efeito, a mesma pode ser escrita na forma

yidy = x(z* + 1)dx. 0,3 pontos até aqui.
Logo, resolvendo, temos:
[yidy = [x(2® + 1)dx +0,2
yff:fx(x2+1)dx:f(x3+x)dx:%—F%%—c
yt=at+ 2224 ¢ + 0,2
y=+vat+222+c +0,2

Dai, substituindo a condigao inicial (x=1, y=2) vem que

2 ==+v1+2+c, logo, devemos ter 2* =3 +¢, 16 =3+, +0,3
Além disso, devemos tomar o sinal + na expressao para y acima, a fim de que y seja igual
a 2 quando x = 1. Concluindo, a solu¢ao do problema é

y = Vat+ 222+ 13| +0,3

1 b) (1,0) Mostre que a solugio é unica. Usando o conhecimento da Matéria,
responda: para que valores de xg, yo podemos garantir que a solugcao existe e € unica,
substituindo a condi¢ao inicial por y(zo) = yo? (Nao esquega de justificar, com a teoria
vista.)

A equagao é do tipo 3 = f(x,y), sendo f(z,y) = z(z*+ 1)/y® - um quociente de
fungdes derivaveis (polinomiais) (uma fungao racional) com o denominador anulando-se
apenas quando y = 0, logo, f e f, sdo fun¢oes continuas (na verdade tém derivadas de
todas as ordens) em todo ponto do plano exceto na reta y = 0. 0,2

Como podemos tomar um retangulo (aberto) contendo o ponto (xo, o) = (1,2) (con-
digao inicial) nao interceptando a reta y = 0 (e.g. 0 < z < 2, 0 < y < 3) concluimos, pelo
Teorema de Existéncia e Unicidade (TEU), que a solugao é tnica. +0,3

Analogamente, dado qualquer ponto (zg,¥o), com yo # 0, podemos também tomar
um retangulo (aberto) contendo o ponto (zg,yo) ndo interceptando a reta y = 0 (e.g.
ro—1l<z<zo+1,0<y<2ysey >0;2ys <y <0seyy > 0) concluimos que a
solugao existe e é tnica, com a condigao inicial y(z¢) = yo (sendo a mesma definida em
algum intervalo aberto contendo o ponto ). + 0,5



2. a) (1,0) Resolva a equagao y" — 4y" + 4y’ = 0.

(A equagao ¢ linear homogénea com coeficientes constantes.)
Equagdo caracteristica: r®—4r?+4r =0, r(r’—4r+4) =0, r(r—2)? = 0; as rafzes sio

0, com multiplicidade 1, e 2, com multiplicidade 2. 0,2
Dai temos que um conjunto fundamental de solugdes (no intervalo I = R) é y; = 1,
Yy = ¥ e y3 = xe??, + 0,3
ou seja, a solugdo (geral) da equagao ¢ |y = ¢; + coe®® + czze®® |, +0,5

b) (1,5) Encontre uma solugio particular da equagao Lly] = y" — 4y’ +4y = €** + %
no intervalo I = (0,00), i.e. para x > 0. Observa¢ao: a equa¢io aqui € de 2a. ordem.
Sugestao: encontre solugoes particulares separadamente para as equagoes Lly] = €** e

Ly = 5

Equacao homogénea associada: y” — 4y’ + 4y = 0; equacao caracteristica: 72 —4r +
4r =0, (r—2)>=0; r =2 ¢ a tnica raiz, com multiplicidade 2. Entdao um conjunto
fundamental de solucoes é y; = e?® e y, = we*®. 0,2

Solugao particular da equacao L[y] = g1, g1 = e**:

Como g; é do tipo P(x)e*® cos Sz, sendo P um polindmio, aqui de grau 0 (o polinémio
constante P = 1), podemos encontrar uma solugao particular pelo método dos coeficientes
indeterminados. a+if8 =2+1:0 = 2 é raiz da equacao caracteristica, com multiplicidade
2.

+0,1
Temos entao uma solucao particular da forma y = yp = x°Ae**, sendo s igual a multipli-
cidade de a+1i8 = 2410 = 2 como raiz da raiz da equacao caracteristica, ou seja, 2, e A
uma constante a ser determinada por substitui¢io de yp na equagao Lly] = e**. + 0,2.
Derivando y = 72 Ae*® = Az(ze**) = Axys e, em seguida, substituindo na equagao, temos:

y' = Ay + zys)

y" = AL2y5 + zyh);

A2y, + xyy) — 4A(y2 + 2ys) + 4Axy, = &

Az(yy — 4y + 4yo) + 2A(y5 — 2y) = e

Az Llys] + 2A(e* 4 22e** — 2ze*) = e**

24e* = e*  (L[ys] = 0, visto que 3, ¢ uma soluciao da equagao homogénea). + 0,2

Dai temos que 24 = 1, i.e. A = 1/2 e, consequentemente, |yp; := %x2e2z ¢ uma

2x

solucao particular da equagao Lly] = . +0,1
Solugao particular da equacao Ly] = g2, g2 = 672:6:

Aqui, devemos encontrar uma solugao pelo método de variacao dos parametros:
Y = v1Y1 + U2l
Y1v] + yavy = 0
YV yvh = go
Sistema linear algébrico; determinante (wronskiano):

2z 2z
Z’l 137 ¢ e = (1 + 2x)e’® — 2xel® = et®
1 Y2

+0,1

2e** (1 + 2x)e*



+ 0,1
vp =YL W= ' 0 Y2 (Regra de Cramer)
92 Yo
10,1
Wl = —Qolp = _emﬁx 2T _e4:c
=M= =
vV = —
101
y]_ O 2 eQx e4ac
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101
Entdo |yps := —2e*® + ze* Inx| é uma solugao particular da equacao Lly] = ¢g» =
&, x> 0.
x
10,1
Como a equagao é linear (L[y] é um operador liner; consequentemente, L{yp; + yps] =
L{ypi1]+L[yps]) temos que y = yp1 +yp, = s2%e* —ze®* + e Inz = (322 —z+zlnz)e™
¢ uma solugao particular da equacao L[y] = g1 + g2 = €*® + %. +0,1
3. Resolva as equagoes, no intervalo I = (0,00) (z > 0):
a) (1,0) —izy —3y=u=x
b) (1,5) oy —3y=uay’
a) Temos a equagao linear de la. ordem ¥y’ + %y = —4.
Fator integrante: p = of T = gl2inlal — gl2nz e =z 0,4
Multiplicando a equagao acima por pu, obtemos
o2y + 122y = —4212 +0,2
L(z'%y) = —42"?, 2Py =— [4aPde = —FKaB + ¢, |y=ca - L +0,4
b) A equacao é do tipo equagao de Bernoulli, y' + p(x)y" = q(z)y™, com n = 5. 0,3
Entao podemos resolvé-la com a substituicio v =y =y, y=0v" ¢ = —2u75/y.
10,3
Levando entao v na equagao dada, obtemos a equagao —}lxv*“r’/‘lv’ — vV = o4
40,3
a qual, apé6s divisdo por v=>/4, resulta em —izv' —3v = z. +0,3
Pelo item a), a solu¢do desta ¢ v =ca ™2 — .
Dai, como y = v~'/4 concluimos que y = (cxil2 — %x)fl/4 + 0,3

T ~1/4
ou y= (z712)71/4 (c—5a") 77, |ly=a/{fc— a3




4. (2,5) Resolva a equagao e"dx + (ecoty + 2ycosecy)dy = 0.

Equacao do tipo Mdx + Ndy =0, sendo M =e* e N = e“coty + 2ycosecy.

M, =0, N, =e"coty 0,2
M, # N,: equagao nao exata. Entao vamos encontrar um fator integrante. + 0,2
(Equacao do fator integrante p:  (uM)y = (uUN)z, Nptg — Mty + (Ny — My)p = 0.)

(Nx - M, _ e”coty

N ercoty + 2ycosecy
N, — M Tcot _
7 y SO0 coty é uma fungao dependente somente de y. + 0,3
em

Entao teremos um fator integrante resolvendo a equagao pu' — NZX/[M?/M =0, u=puly),
ou seja, |u' — cotyu = O‘. +0,3

- uma equacao linear de la. ordem homogénea.
/

o coty, (In|u|) =coty, In|u|= [cotydy =In|seny| (+c)
i

= Eseny + 0,3
Multiplicando a equagao dada por u, obtemos a equacao exata
e“senydx + (e“cosy + 2y)dy = 0.
Para resolvé-la calculamos um ‘potencial’ 1):

Y, = e“seny, ¢ = [esenydr = e“seny + g(y) +0,3
Wy = ecosy + 2y +0,2
. e"cosy + ¢'(y) = e"cosy + 2y +0,3
g =2y, g(y)=y* (+c) +0,2

Portanto v = e®seny + y? e a solucao da equacao dada é ¥ = c, i.e.

e“seny + 2 = c|.

+0,2



