
DM–IMECC–UNICAMP – Cálculo III - MA311 - T. Z
Prof. Marcelo M. Santos – Exame, 12/12/2011

Aluno: RA:
Assinatura - igual à do RG:

Tempo de prova: 100min. Justifique sucintamente todas as suas afirmações. É proibido o uso
de qualquer equipamento eletrônico Desligue o celular!
Não destaque o grampo da prova.

Questão 1. (1,5 pontos) Resolva a equação xdy + ( x2

1+x2
− y)dx = 0. Sugestão: escreva a

equação como uma equação diferencial ‘linear’ de 1a. ordem não-homogênea.

2. (2,0) Determine a forma de uma solução particular da equação
y′′ − 4y′ + 4y = t(sen 2t+ e2t),

dada pelo método dos coeficientes indeterminados. (Não precisa calcular.)

3. a) (0,5) Escreva a transformada de Laplace inversa da função

F (s) =
1

s(s− 2)2
como um produto de convolução.

b) (1,5) Resolva o problema de valor inicial
y′′ − 4y′ + 4y = uπ(t), y(0) = 1, y′(0) = 2

usando a transformada de Laplace.

4. (2,0) Seja A =

 1 0 0
−4 1 0

3 6 2

 .

Dado que os autovalores de A são λ1 = 1 e λ2 = 2, sendo λ1 com multiplicidade 2, e que os
únicos autovetores associados, a menos de constante multiplicativa, são respectivamente

V1 =

 0
1
−6

 e V2 =

 0
0
−1

 , resolva o sistema x′ = Ax.

5. (2,0) Dado que cosx =
∑∞

n=0
(−1)n
(2n)! x

2n, −∞ < x <∞, mostre que x = 0 não é um ponto
ordinário e que é um ponto singular regular para a equação

xy′′ + (cosx)y′ + y = 0.
Dê a forma de duas soluções linearmentes no intervalo (0,∞). (Não precisa calcular.)

6. (2,0) Mostre que a função

f(x) =

{
1, se − π

2 ≤ x ≤
π
2

0, se − π < x < π
2 ou π

2 < x ≤ π,
periódica com peŕıodo 2π, é uma função seccionalmente cont́ınua e calcule a sua série de Fourier
(com peŕıodo 2π). Explicite a série no ponto x = 0 e dáı, usando o Teorema de Fourier, mostre

que
∑∞

n=1
(−1)n
2n−1 = π

4 .

Não esqueça de justificar todas as suas afirmações.
Boa prova.
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GABARITO

Questão 1. (1,5 pontos) Resolva a equação xdy + ( x2

1+x2
− y)dx = 0. Sugestão:

escreva a equação como uma equação diferencial ‘linear’ de 1a. ordem não-homogênea.

x dy
dx

+ ( x2

1+x2
− y) = 0

xy′ − y = − x2

1+x2
0,1 pontos até aqui

y′ − 1
x
y = − x

1+x2

Fator integrante: µ = e
∫
(− 1

x
)dx = e− ln |x| (+c) = eln |x|

−1
= |x|−1 = ± 1

x
+ 0,4

µy′ − µ 1
x
y = −µ x

1+x2
1
x
y′ − 1

x2
y = − 1

1+x2

( 1
x
y)′ = − 1

1+x2∫
( 1
x
y)′dx = −

∫
1

1+x2
dx + 0,5

= − arctanx ( +c ) + 0,2
1
x
y = −

∫
1

1+x2
dx+ c

y = −x
∫

1
1+x2

dx+ cx + 0,3

2. (2,0) Determine a forma de uma solução particular da equação
y′′ − 4y′ + 4y = t(sen 2t+ e2t),

dada pelo método dos coeficientes indeterminados. (Não precisa calcular.)

Solução da equação homogênea L[y] ≡ y′′ − 4y′ + 4y = 0:

Equação caracteŕıstica: r2 − 4r + 4 = (r − 2)2 = 0;
ráız: r = 2, multiplicidade 2. 0,2
CFS: y1 = e2t, y2 = t e2t

Solução particular da equação L[y] = t sen 2t ≡ P (t) eαt sen βt, P (t) = t, α = 0, β = 2:

α + iβ = 2i não é raiz da equação caracteŕıstica, logo, a solução particular desta
equação é da forma y = (A+Bt) cos 2t+ (C +Dt) sen 2t 0,8

Solução particular da equação L[y] = t e2t ≡ P (t) eαt cos βt, P (t) = t, α = 2, β = 0:

α+ iβ = 2 é raiz da equação caracteŕıstica, logo, a solução particular desta equação é
da forma y = ts(A+Bt) e2t, em que s = 2 é a multiplicidade de α+ iβ = 2 como raiz da
equação caracteŕıstica. 0,8

Solução particular da equação dada:

y = (A+Bt) cos 2t+ (C +Dt) sen 2t+ t2(E + Ft) e2t . + 0,2
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3. a) (0,5) Escreva a transformada de Laplace inversa da função

F (s) =
1

s(s− 2)2
como um produto de convolução.

F (s) = 1
s

1
(s−2)2

L−1{F (s)} = L−1{1
s
} ∗ L−1{ 1

(s−2)2} 0,1

=
∫ t
0

(
L−1{1

s
}
)

(t− τ)
(
L−1{ 1

(s−2)2}
)

(τ) dτ + 0,2

=
∫ t
0

1 · e2τ τ dτ =
∫ t
0
τ e2τ dτ + 0,2

b) (1,5) Resolva o problema de valor inicial
y′′ − 4y′ + 4y = uπ(t), y(0) = 1, y′(0) = 2

usando a transformada de Laplace.

L{y′′ − 4y′ + 4y} = L{uπ(t)}
= e−πs

s

0,1

(s2 − 4s+ 4)L{y} − sy(0)− y′(0) + 4y(0) = e−πs

s

+ 0,2

(s− 2)2L{y} − s+ 2 = e−πs

s

L{y} = 1
s−2 + e−πs

s(s−2)2

+ 0,2

y = L−1{ 1
s−2}+ L−1{ e−πs

s(s−2)2}
= e2t +uπ(t)L−1{ 1

s(s−2)2}(t− π)

+ 0,5
Cálculo de L−1{ 1

s(s−2)2}:

Como no item a), L−1{ 1
s(s−2)2} =

∫ t
0
τ e2τ dτ + 0,3

=
[
1
2
τ e2τ +1

4
e2τ
] ∣∣t

0
(integração por partes: u = τ, dv = e2τ )

= 1
2

e2t(t+ 1
2
)− 1

4
. + 0,2
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4. (2,0) Seja A =

 1 0 0
−4 1 0

3 6 2

 .

Dado que os autovalores de A são λ1 = 1 e λ2 = 2, sendo λ1 com multiplicidade 2, e que os
únicos autovetores associados, a menos de constante multiplicativa, são respectivamente

V1 =

 0
1
−6

 e V2 =

 0
0
−1

 , resolva o sistema x′ = Ax (ache a solução geral).

Pelos dados,

x1 = et V1 = et

 0
1
−6


e

x2 = e2t

 0
0
−1


são duas soluções linearmente independentes. 0,8

Terceira solução x3 tal que {x1,x2,x3} seja LI (forme um CFS):

Como λ1 = 1 é um autovalor de multiplicidade 2 com apenas um autovetor LI,

x3 = t et V1 + et V3

em que V3 é uma solução do sistema linear algébrico

(A− 1)V3 = V1.

+ 0,4

Escrevendo V3 =

 a
b
c

, temos:

 0 0 0
−4 0 0

3 6 1

 a
b
c

 =

 0
1
−6


+ 0,4

−4a = 0, 3a+ 6b+ c = −6
a = 0, 6b+ c = −6;

tomando c = 0, obtemos V3 =

 0
−1

0

.

A solução geral é x = c1x
1 + c2x

2 + c3x
3. + 0,4
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5. (2,0) Dado que cosx =
∑∞

n=0
(−1)n
(2n)!

x2n, −∞ < x <∞, mostre que x = 0 não é um
ponto ordinário e que é um ponto singular regular para a equação

xy′′ + (cosx)y′ + y = 0.
Dê a forma de duas soluções linearmentes no intervalo (0,∞). (Não precisa calcular.)

y′′ + py′ + qy = 0, p = cosx
x
, q = 1

x
.

q = 1
x

não é uma função anaĺıtica em x = 0 (não pode ser escrita como uma série de
potências em torno de x = 0), haja vista que não existe limx→0 q (= ∞). Então x = 0
não é um ponto ordinário. 0,2
xp = cosx é uma função anaĺıtica em x = 0 (se escreve como uma série de potências em
torno de x = 0; esta informação foi dada) e x2q também é uma função anaĺıtica em x = 0,
pois x2q = x é uma função polinomial.

Então x = 0 é um ponto singular regular. + 0,4

Equação indicial F (r) = r(r − 1) + p0r + q0 = 0 e ráızes:

p0 = limx→0 xp = limx→0 cosx = cos 0 = 1; q0 = limx→0 x
2q = limx→0 x = 0. Logo, a

equação indicial é
r2 = 0.

Ráızes: r1 = r2 = 0. + 0,4

Forma das soluções: Sendo as ráızes iguais r1 = r2 = 0, pela teoria (pelo Teorema de
Frobenius) temos duas soluções LI da forma:

y1 = xr1(1 +
∞∑
n=1

anx
n) = 1 +

∞∑
n=1

anx
n

+ 0,4
e

y2 = y1 lnx+ xr1
∞∑
n=1

bnx
n = y1 lnx+

∞∑
n=1

bnx
n.

+ 0,4
Ainda pelo Teorema de Frobenius, os raios de convergência das séries de potências

nessas soluções é pelo menos igual ao menor dos raios de convergência das séries de
potências de xp e x2q em torno de x = 0. Como xp = cos x se escreve como uma série
de potências em torno de x = 0 definida em toda a reta (raio de convergência infinito)
e x2q = x é um uma função polinomial (raio de convergência obviamente infinito; soma
finita) segue-se que as soluções acima estão definidas no intervalo (0,∞). + 0,2
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6. (2,0) Mostre que a função

f(x) =

{
1, se − π

2
≤ x ≤ π

2

0, se − π < x < π
2

ou π
2
< x ≤ π,

periódica com peŕıodo 2π, é uma função seccionalmente cont́ınua e calcule a sua série de
Fourier (com peŕıodo 2π). Explicite a série no ponto x = 0 e dáı, usando o Teorema de

Fourier, mostre que
∑∞

n=1
(−1)n
2n−1 = π

4
.

Os únicos pontos de descontinuidade no intervalo (−π, π] (um intervalo de compri-
mento igual ao peŕıodo) são os pontos x = −π/2, π/2, π, já que a função é uma constante
em cada um dos intervalos abertos (−π,−π/2), (−π/2, π/2) e (π/2, π). Além disso, nesse
pontos de descontinuidades existem os limites laterais

lim
x→−π/2−

f(x) = lim
x→−π/2−

0 = 0, lim
x→−π/2+

f(x) = lim
x→π/2+

1 = 1,

lim
x→π/2−

f(x) = lim
x→π/2−

1 = 1, lim
x→π/2+

f(x) = lim
x→π/2+

0 = 0 e

lim
x→π±

f(x) = lim
x→π±

0 = 0.

Então a função é seccionalmente cont́ınua (v. a definição). 0,2

Série de Fourier
a0/2 +

∑∞
n=1 (an cosnx+ bn sennx), a0 = 1

π

∫ π
−π f(x)dx, an = 1

π

∫ π
−π f(x) cosnx dx,

bn = 1
π

∫ π
−π f(x) sennx dx, n = 1, 2 · · · :

a0 = 1
π

∫ π/2
−π/2 1dx = 1

+ 0,2

an = 1
π

∫ π/2
−π/2 cosnx dx = 1

nπ
sennx

∣∣π/2
−π/2 = 1

nπ
(sennπ

2
− sen(−nπ

2
)) = 2

nπ
sennπ

2

=

{
2(−1)k−1

nπ
, se n = 2k − 1 é impar

0, se n é par

+ 0,4

bn = 1
π

∫ π/2
−π/2 sennx dx = − 1

nπ
cosnx

∣∣π/2
−π/2 = − 1

nπ
(cosnπ

2
− cos(−nπ

2
)) = 0.

+ 0,4

Série de Fourier:
1

2
+

2

π

∞∑
n=1

(−1)n−1

(2n− 1)
cos(2n− 1)x . + 0,4

Como a função e também a sua derivada (a qual existe exceto nos pontos de de-
scontinuidade da função) são funções seccionalmente cont́ınuas, pelo Teorema de Fourier,
tomando x = 0 temos

1
2

+ 2
π

∑∞
n=1

(−1)n−1

2n−1 = f(0+)+f(0−)
2

= f(0) = 1
visto que a função é cont́ınua em x = 0. + 0,2

Dáı vem que
2

π

∞∑
n=1

(−1)n−1

2n− 1
=

1

2
, logo,

∞∑
n=1

(−1)n−1

2n− 1
=
π

4
. + 0,2
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