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1. Problema indicado pelo professor:

Mostrar que o triangulo retdngulo de maior area inscrito em um quarto de circulo,
com o vértice do angulo reto na circunferéncia do circulo e os catetos paralelos a raios do

circulo, é o isosceles.

1.1. Resolucéo a nivel de Ensino Fundamental

Em primeiro lugar, montamos, inscritos no circulo, um quadrado (ABCD, de lado a)
e um retangulo (AFGH, de lados a + b e a—c), ambos com dois dos lados sob o raio, como
mostrado na Figura 1.

Figura 1.

Nota-se que se AC e AG, que também sdo raios R da circunferéncia, dividlem ABCD
e AFGH em dois triangulos retangulos cuja hipotenusa séo os proprios segmentos, dados

por

AC?> =R?* =a?+ a® = 2a®



AG?> =R?>=(a+b)*+ (a—c¢)?
Igualando as expressdes acima, obtemos
b% + c? = 2ac — 2ab

Como b >0ec >0, entdo 2ac — 2ab > 0, portanto ¢ > b. Deste modo, as &reas dos
triangulos ABC, inscrito em ABCD, e AFG, inscrito em AFGH, valem

2

Agpe = —
ABC 2

(a+b)a—c) a* a(b—c)—bc

AFG — > 2 2

Ja que o segundo termo da equacéo da area do triangulo AFG € negativo, entéo
Appc > Agre

Ou seja, qualquer outro retangulo que ndo for o quadrado ABCD tem a area menor
que este segundo, e aplicando o caso dos triangulos, o de maior area é entdo o isosceles

(dois lados iguais correspondendo aos lados do quadrado).

1.2. Resolucéo a nivel de Ensino Médio

Seja o retangulo ABCD um retangulo inscrito no quarto de circunferéncia, como
descrito pelo problema, mostrado na Figura 2. Além disso, considere as diagonais de
ABCD, AC e DB, que sdo iguais entre si, e ao raio R do quarto de circunferéncia.



Figura 2.

Podemos entdo escrever, em funcdo do angulo o, 0s catetos x e y da Figura 2.
y =DBsina = Rsina
x =DBcosa =Rcosa

Assim, a area do tridangulo BCD vale (usando a devida relagéo trigonométrica)

Rsina Rcosa R?sin2a
Apcp = > = 4

Note que para a &rea ser maxima, sin 2a deve serigual a1, jAque 0 < sinf < 1.
Isto ocorre quando 2a = E, mas se a = %, entdo o retangulo ABCD ¢é na verdade um

quadrado, e o triangulo BCD um triangulo isdsceles.

Problemas propostos pelo grupo:



2. (Roteiro do Programa PIC-OBMEP, Ciclo 6) Mostre que se dois triangulos sao

semelhantes de razdo de semelhanca k, entdo a razdo entre suas areas é k2.

2.1. Resolucéo

Figura 3.

Considere a Figura 3 como apoio a resolu¢do. Sejam ABC e A’B’C’ dois
triangulos semelhantes, com razdo de semelhanca k. Entdo, AB = k(A’B’), BC =k(B’C’)
e CA=k(C’A’).

Tragando as alturas AH e A’H’, que interceptam BC e B’C’, respectivamente,
obtemos dois tridngulos AHB e A’H’B’. Eles sdo semelhantes pelo caso AAA, pois 0S
angulos ABC e A’B’C’ sdo congruentes pela hipotese inicial, e os angulos AHB e A’H’B’

também, ja que AH e A’H’ sdo alturas, e, portanto, ambos sdo retos.
Como AB = k(A’B’), temos que AH = k(A H’).

Consideremos novamente os tridngulos ABC e A’B’C’. Suas areas s&o,

respectivamente

BC.AH B'C'.A'H'
l=—+—eS2=——7——

2 2

Temos entdo que

 _BCAH _kBC.kAH _KBC.AH

)
> > 5 = k=.52

Assim sendo, a razao entre as areas vale
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3. (Vestibular PUC-RIO 2008) Quanto vale a area da Figura 4?
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4em

bem
Jem

8cm

Figura 4.

3.1. Resolucéo

Da teoria de &reas sabemos que para calcular a area de uma figura qualquer devemos
decompor essa figura em formas geomeétricas que sabemos calcular a area, e entdo soma-

las.

Podemos reescrever a figura em duas formas geomeétricas conhecidas, como na Figura
5. A primeira serd um triangulo e um trapézio (poderiamos dividir a figura em um

tridangulo e um retangulo também, por exemplo).
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Figura 5.



base.altura _ (4cm).(6cm)

= 12 cm?. Para

E sabemos que a area do triangulo é

2

(base maior+base menor)(altura) _ (8cm+4cm)(3cm)

a area do trapézio temos .

2

18 cm?. Portanto a area total da figura sera a soma das areas calculadas, ou seja,

ATotal = 12 + 18 = 30 sz

4. (ENEM) Em canteiros de obras de construcdo civil, € comum perceber

trabalhadores realizando medidas de comprimento e de angulos e fazendo

demarcacdes por onde a obra deve comecar ou se erguer. Em um desses canteiros

foram feitas algumas marcas no chdo plano. Foi possivel perceber que, das seis

estacas colocadas, trés eram vértices de um tridngulo retangulo e as outras trés

eram 0s pontos médios dos lados desse triangulo conforme pode ser visto na

figura, em que as estacas foram indicadas por letras.

Be_
P .. M
A 2

Tl (:

A regido demarcada pelas estacas A, B, M e N deveria ser calcada com concreto.

Nessas condi¢des, a area a ser calcada corresponde:
a) a mesma area do triangulo AMC.

b) @ mesma érea do tridngulo BNC.

c) a metade da area formada pelo triangulo ABC.
d) ao dobro da area do triangulo MNC.

e) ao triplo da area do triangulo MNC.

4.1. Resolucédo



Para determinar a area de interesse, devemos determinar os lados do triangulo ABC

e, por consequéncia, seus respectivos pontos médios.

Sejam AB = ¢, BC =ae AC = Db as medidas dos segmentos que determinam os lados

do triangulo acima.

Entdo, os valores dos pontos médios serdo

a b
,AN=CN=§

Cc
AP =BP =-,BM =CM =~
2 2

Sabendo esses valores, podemos calcular o valor da area sombreada. Para isso,

precisamos separar a area sombreada em poligonos menores, como na Figura 6.

g ) 4

ro

Figura 6.

Agora, devemos calcular a area do triangulo MNC e do triangulo ABC.

Seja A; a area do triangulo MNC, entdo

P _a

t 2 8

Seja A area do tridangulo ABC, entéo

ab
Ar = 7= 44,

Logo, a area de interesse, sera



Assim, podemos concluir que a area de interesse sera o triplo da area do triangulo

MNC. A resposta correta € a letra “e”.

5. (PIC OBMEP - Livro 3: Teorema de Pitagoras e Areas, Capitulo 2.1-Exercicio 2)
E dado um triangulo ABC e um ponto P do lado AC mais proximo de A que de
C. Tracar uma reta por P que divida o triangulo ABC em duas partes de mesma

area.

Figura 7

5.1. Resolucéo

Facamos o seguinte, Trace BP e uma paralela a BP por A que encontra a reta BC
em D, como na Figura 8. Os triangulos ABP e DBP tém areas iguais pois a area de um
triangulo ndo se altera quando sua base permanece fixa e o terceiro vértice percorre uma

reta paralela a base.

Assim, o triangulo PDC tem a mesma area que o triangulo ABC. Mas, tomando o
ponto médio M de DC, a reta PM divide PDC em duas partes de mesma area, pois em um
triangulo, uma mediana divide suas areas em parte iguais. Logo, PM divide também ABC

em duas partes de mesma area.



Figura 8.



