DM-IMECC-UNICAMP — MA520/521-Geometria Plana
1o semestre de 2018 Prof. Marcelo Santos

Lista de Exercicios 2

01. Em um plano de incidéncia com os “axiomas de ordem”, como em [Hartshorne]
ou [Hilbert], mostre que para quaisquer dois pontos A, B existe um ponto C' tal
que C * A x B (A estd entre C' e B).

02. Consideremos a seguinte relacdo de ordem no plano cartesiano R? (relacio
de ordem usual): dados trés pontos A = (a1, az2),B = (b1,b2),C = (c1,c2),
dizemos que A x B C (B estd entre A e C') quando A, B, C estdo numa mesma
reta (reta usual do plano cartesiano) e aj * by * ¢; ou ag * by * ¢, onde a * b * ¢,
para quaisquer numeros reais a, b, ¢ (quaisquer a, b, ¢ € R), quer dizer a < b < ¢
ou ¢ < b < a. Mostre que essa relacao satisfaz os axiomas de ordem Bl a B4
em [Hartshorne].

03. Exercicio 6.3 do [Hartshorne], letras (a) e (c).
04. Exercicio 6.5 do [Hartshorne], letras (a), (b) e (d).

(Sugestao para o item (a)ﬂ mostre que em um plano de incidéncia, dadas duas retas
m,n quaisquer, cada uma contém pelos um ponto que ndo estd na outra; tome uma
reta [ # m,n que intersecta m,n em pontos distintos; pelo Azioma P’ (v. enunciado
do exercicio), para cada ponto A de m (ou n) existe uma tnica reta que contém
A paralela a [; mostre que esta reta intersecta m (ou respect. m) — use novamente
o Azioma P’; note que esta intersecdo é um tunico ponto (por que?). (Assim fica
construida uma correpondéncia biunivoca entre os pontos de m e n.) (Por definigao,
duas retas s@o ditas paralelas quando ndo se intersectam ou sdo iguais/uma reta é
paralela a si mesma, por definicio.))

05. Uma relagao de equivaléncia ~ (notagdo) num conjunto X é uma relagio
(Correspondéncia)ﬂ entre os elementos de X com as seguintes propriedades:

el. todo elemento estd relacionado consigo mesmo (propriedade refleziva);

e2. se A estd relacionado com B (A, B € X) entdao B também estd relacio-
nado com A (propriedade simétrica);

e3. se A estd relacionado com B e B esta relacionado com C (4, B,C € X)
entdo A também estd relacionado com C (propriedade transitiva).

Usamos a notagdo A ~ B para dizer que A estd relacionado com B e A # B para
dizer que A néo estd relacionado com B, e definimos a classe de equivaléncia de
um elemento A, denotada por [A], como sendo todos os elementos B relacionados
com A, ie. [4]:={Be€ X;B ~ A}.

(a) Mostre que A estd relacionado com B se, e somente se, as suas classes
de equivaléncias coincidem, i.e. A ~ B < [A] = [B].

(b) Mostre que A nao estd relacionado com B se, e somente se, as suas classes
de equivaléncias sao disjuntas, i.e. A £ B < [A]N[B] =0.

1V.|Notas de aula (Lecture notes), Univ. of Wyoming
2Para maiores esclarecimentos, v. e.g. |https://en.wikipedia.org/wiki/Equivalence _relation.


https://www.uwyo.edu/moorhouse/courses/4600/affine_planes.pdf
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(c¢) Conclua que todo conjunto X com uma relagao de equivaléncia é a uma
uniao disjunta das classes de equivaléncias de seus elementos.

06, 07, 08 e 09: exercicios 6.6, 7.1, 7.2 e 7.6 do [Hartshorne].

10. Mostre o Teorema de Separagao da Linha (Proposigao 7.2 em [Hartshorne)
diretamente a partir do Axioma 11,4 em [Hilbert]ﬂ

11. Cite (procure) uma demonstracao de teorema (proposi¢ao) do livro I dos
Elementos (de Euclides) em que o “Teorema da Barra” (“Crossbar theorem”) é
usado (sem mencao explicita & propriedade descrita pelo mesmo: uma semireta
AD no interior de um angulo BAC intersecta o segmento BC').

12, 13 e 14: exercicios 7.7, 7.8 e 7.11 do [Hartshorne].
15, 16 e 17: exercicios 7.9, 7.10 e 8.1 do [Hartshorne].
18. Exercicio 8.2 do [Hartshorne].

19. Seja P = Q% (Q é o conjunto dos nimeros racionais) com o conjunto
de retas R = {az + by + ¢ = 0; (z,y) € Q?, sendoaoub # 0, a,b,c € Q} e
com as relagdes de ordem e de “congruéncia” como em R? (v. [Hartshorne]).
Mostre que o axioma C1 (notagao do [Hartshorne]) nao é satisfeito. (Dé algum
exemplo, de segmento e semireta em que o mesmo nao é satisfeito.)

20. Exercicio 6.10 do [Hartshorne]. (Mostre que em um plano de incidéncia
finito, o nimero de retas é maior do que ou igual ao nimero de pontos.)

21 e 22: exercicios 8.3 e 8.5 do [Hartshorne].
23 e 24: exercicios 9.1 e 9.2 do [Hartshorne].

25. Refaga a demonstragido do teorema (da Proposi¢ao) 1.5 de Euclides, nos
Elementos, em um plano de Hilbert (usando os axiomas 11-13, B1-B4, C1-C6
em [Hartshorne] e/ou suas consequéncias - teoremas (proposigdes, coroldrios)
derivados dos mesmosﬂ). (Sugestao: v. §10 em [Hartshorne].)

26. Construa a (mostre a existéncia da) bissetriz de um angulo (qualquer)
usando as “ferramentas de Hilbert” /em um plano de Hilbert. (Cf. exercicio
10.1 em [Hartshorne] e Teorema 1.9 de Euclides/nos Elementos.)

27 e 28: exercicios 10.9 e 11.4 do [Hartshorne].

29. Redemonstre o Teorema 1.16 de Euclides (nos Elementos), agora em um
plano de Hilbert. (V. Proposigdo 10.3 em [Hartshorne].)

30. Exercicio 8.7 do [Hartshorne] (sobre a “geometria do taxi”).

30 Axioma II,4 n3o é independente dos demais axiomas; v. e.g. “Hilbert’s discarded
axiom” em https://en.wikipedia.org/wiki/Hilbert’s_ axioms.

4Cuidado para nao usar resultado que usa o que vocé estd demonstrando/o teorema 1.5,
de Euclides.
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