Prova de MA224 - turma P — 12/11/2015
Aluno: RA:

1. Um bloco de madeira na forma de um paralelepipedo retangulo (um bloco retangular)
tem 400cm de comprimento, 90cm de largura e 90cm de altura. O bloco é cortado varias
vezes, com cortes paralelos as suas faces, de modo a subdividi-lo em blocos menores, todos
de forma de paralelepipedos retangulos de 80cm de comprimento, 30cm de largura e 15cm
de altura.

a) (1,0 ponto) Quantas pecas foram obtidas?

b) (1,0) Um metro cibico dessa madeira pesa aproximadamente 900kg. Qual é o peso
de uma dessas pecas?

2. a) (0,6) Considere a equagao do 20. grau az? + bx + ¢ = 0. Dé a formula para as suas
raizes. Mostre que a soma e o produto das raizes sao dados respectivamente por —b/a e
c/a.

b) (1,4) Se a soma e o produto das raizes da equagao (4m + 3n)x? —5nz+(m—2) =0
valem respectivamente, 5/8 e 3/32, calcule m e n.

3. a) (0,4) Enuncie o Teorema de Pitagoras.
b) (1,6) Com base na figura abaixo, calcule o comprimento da diagonal BD do quadri-
latero ABC'D de lados paralelos aos eixos coordenados.

4. Seja {2 um espago amostral.
a) (0,5) Enuncie as seguintes propriedades bésicas de uma medida de probabilidade P
definida em  (mais precisamente, nos subconjuntos de 2):
PQ)= , P(AuB)= , P(A-B)= , PW)= |, <P<
b) (1,5) A probabilidade de que a populagao atual de um pais seja de 110 milhoes
ou mais & de 95%. A probabilidade de ser 110 milhoes ou menos ¢ de 8%. Calcule a
probabilidade de ser 110 milhoes.

5. a) (0,5) Enuncie o Teorema Fundamental da Proporcionalidade.

b) (0,5) Enuncie o Principio de Cavalieri para areas (o Principio de Cavalieri no plano).

c) (0,5) Usando o Principio de Cavalieri (no plano) e o Teorema Fundamental da
Proporcionalidade, mostre que a area A limitada por uma elipse 2—; + z—; = 1 é diretamente
proporcional a a e b, i.e. que A = Kab, para alguma constante K > 1.

d) (0,5) Deduza o valor da constante K.

Incluir na prova todas as contas feitas nas resolucoes. Respostas nao acompanhadas de
argumentos que as justifiquem nao serao consideradas.

Boa Prova!
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Gabarito/Resolugoes/pontuagao

Questao 1.
a) Os cortes dividem o comprimento 5 vezes, a largura 3 vezes e a altura 6 vezes
0,5 pontos até aqui

logo, o niimero de pegas obtidas é 5 x 3 X 6 = 90 (noventa). + 0,5 pontos

b) Cada pega tem volume igual a 0,8 x 0,3 x 0,15 = 0,036m? 0,5
Como 1m? pesa 900kg, cada peca pesa 900 x 0,036 = 32, 4kg. + 0,5
Questao 2.

a) Formula para as raizes: x = %7 0,1
onde A = b? — 4ac. 0,1
Dai, temos que a soma das raizes é dada por —b;a\/Z + _b;g/z = _b+\/2§_‘/z = _2—21’ = _Tb,

40,2
e 0 produto, por YA =LoVA (VAP _ Vop _ Bolie  dog _ ¢ +0,2

b) Comparando com o item a), para a equacao dada neste item, temos a = 4m + 3n,
b= —bnec=m—2,logo, se a soma das raizes vale 5/8, obtemos que —(—5n)/(4m+3n) =
5/8, 0,2

logo, 81 = 4m + 3n, donde segue que dHn = 4m, i.e.
(1) n =4m/5.

10,2
Por outro lado, se o produto das raizes vale 3/32, analogamente, temos (m—2)/(4m+3n) =
3/32,

40,2
donde vem que 32(m — 2) = 3(4m + 3n), logo, 32m — 64 = 12m + 9n, 20m = 64 + 9n.
+0,2
Usando ai a equacio (1), obtemos 20m = 64 + (36m/5), + 0,2
logo, (100 — 36)m /5 = 64, donde, obtemos 64m/5 = 64. Entao, [m = 5| + 0,2
Dai, novamente pela equacao (1), obtemos também o valor de n: n = (4x5)/5 = 4. .
10,2
Questao 3.
a) Enunciado como e.g. um dos enunciados 1. a 3. em
http: //www.ime.unicamp.br/ msantos/Pitagoras-enunciados.pdf: 0,4 pontos
Enunciado informal, como e.g. o enunciado 4. em
http://www.ime.unicamp.br/ msantos/Pitagoras-enunciados.pdf: ~ 0,2 pontos

b) Pondo A = (a1,a2) e B = (b1, by), pela figura dada temos logs a; = 0, logo,
(2) a]; = 1

0,25 pontos até aqui


http://www.ime.unicamp.br/~msantos/Pitagoras-enunciados.pdf
http://www.ime.unicamp.br/~msantos/Pitagoras-enunciados.pdf

e, as = 2 - 3%, logo,

® =12

10,25
Além disso, também pela figura, temos que D = (ag,2 - 3%1), 0,1
logo, como a; = 1 (ver (2)), obtemos que
(4) D = (1,6)
+0,1
Analogamente, by = ay 0,1
e by = log by, 0,1
logo, como ay = 2 (ver (3)), obtemos que 2 = logs by, e, entdo, by = 3 = 9. Portanto,
B = (bla log3 bl) 0,2
= (9,l0g;9) = (9,2). + 0,1
(5) B=(9,2)
De (4) e (5), A= (1,2) + 0,1
e, aplicando o Teorema de Pitagoras ao triangulo retangulo ABD, concluimos que
BD' =AD'+AB’
=(6-2)>+(9-1)
— 42 + 82
=80
_ 0,2
donde, BD = /80 = 4/5 + 0,1

Questao 4.
a) Cada propriedade enunciada corretamente: 0,1 pontos
PQ)=1, P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB),
P(A-B)=P(A)—P(ANnB), P)=0 0<P<I1.
b) Seja p a populagao do pais. Pelos dados do problema, temos
P({p >110}) =0,95 e P({p < 110}) = 0,08 0,4

(com a unidade tomada em milhdo). Dai, como {p = 110} = {p > 110} N {p < 110} 0,2
e a probabilidade de todo o espago amostral (de populagoes/o conjunto dos niimeros naturais)

¢ igual a 1, 0,2

pelas propriedades de uma medida de probabilidade, temos:
1 =P({p>110}U{p < 110}) 0,2
= P({p > 110}) + P({p < 110}) — P({p = 110}) 0,2
P({p=110}) = P({p > 110}) + P({p < 110}) — 1 0,1
=0,95+0,08—1=1,03—-1 +0,1

=0,03

Portanto, a resposta ¢ 3%. + 0,1



Questao 5.

a) Seja f: RT — RY wma funcao crescente. Se wvale a propriedade f(nx) = nf(x)
para todo v € RY, para qualquer n € N, entao esta propriedade também vale para qualquer
ceRT.

Enunciado correto: 0,5 pontos
Enunciado parcialmente correto: 0,25 pontos

b) Dadas duas figuras no plano, F e F', e uma reta ro nesse plano, se a razio entre os
comprimentos dos conjuntos F'Nr e F'Nr for uma constante K, em relacao a qualquer reta
r no plano paralela & reta ro, entdo a razao entre as dreas de F e F' também ¢é K.

Enunciado correto: 0,5 pontos
Enunciado parcialmente correto: 0,25 pontos

c¢) Para mostrar que A = Kab basta mostrar que fixado b (arbitrariamente) ou a (também
arbitrariamente), temos que A é proporcional a a ou, respectivamente, a b. 0,1
Fixado b, seja f(a) = A (a area da elipse dada, com b fixado). Como aumentando a a elipse
aumenta, temos que a area A também aumenta, ou seja, f é uma fungao crescente. 0,05
Tomando 7y como sendo a reta y = 0, uma reta r (qualquer) paralela a ry é da forma
r =y (y € R), e sua interse¢do com a elipse Z—; + ‘Z—j =1 (obtida fixando y e variando x) é

. . ~ 2 2 .
vazio ou o segmento de reta dado pela inequagao % + ¥ < 1, i.e.

22/a? < 1— 32 /b2
[22]a? < /1 — 212
|z]/a < /1 =2 /02
2] < ay/T— 2P

cujo comprimento é 2ay/1 — y?/b%. 0,1

Da mesma forma, substituindo a por na, temos que a intersecao da reta r com a elipse
2

%—ki’—g = 1 é vazio ou o segmento |z| < na/1 — y2/b?, cujo comprimento é 2na,/1 — y?/b%.

0,05

Como a razao entre os comprimentos dos segmentos |z| < nay/1 — y2/b%é e |z| < a\/1 — y?/b?

é constante, e igual a n, concluimos, pelo Principio de Cavalieri (no plano), que f(na) =

nf(a), quaisquer que sejam n € N e a € RY. 0,1
Dai, pelo Teorema Fundamental da Proporcionalide, f(ca) = c¢f(a), para quaisquer c¢,a €
R*, ou seja a area A com b fixado é proporcional a a. 0,05
Analogamente, a area A com a fixado é proporcional a b. 0,05

d) Para deduzir o valor da constante K, basta tomarmos o caso em que a = b = 1, pois

neste caso temos que A = K 0,2
e a elipse reduz-se ao circulo de raio 1, 0,2
cuja area, como sabemos, é . Logo K = 7. 0,1



