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Objetivo principal: Identificar a conica que a equacao quadratica

() az® +bry + ey’ +dr+ey+ f =0
descreve no plano com coordenadas cartesianas (C.C.) zy. Questao similar para a quadrica
(Q) azx® + by* + c2® + dwvy +exz + fyz+gr+hy +iz+j=0

no espaco com C.C. zyz.

Notagao matricial: Sejam

X:{‘;], A:[ a 5/21 e K=[d e].

b/2 ¢
Entao (C) se escreve como
(C) X'AX+ KX+ f=0.

Analogamente, se

x a dj2 e/2
X=|y|, A=|d/2 b f/2| e K=[g h i],
z e/2 f/2 ¢

entao (()) se escreve como

(Q) X'AX + KX +j=0.


http://www.mat.ufmg.br/~regi/gaalt/gaalt1.pdf
http://www.ime.unicamp.br/~msantos/

De fato, no caso (C'), temos

XAX =[z y] {672 béz} {ﬂ

~L= o1 | o

= az? + bxy + cy?

KX:[d e} [gys]—dx—i-ey.
O caso (Q) é anélogo e fica como exercicio (dever de casa/complementar da matéria).

Observagoes: a) Tanto em (C') como em (@), a matriz A é quadrada simétrica ([Al;; =
[Alji);

b) Os produtos matriciais X*AX e KX podem ser identificados, respectivamente, com
os produtos internos AX - X e K- X (identificando as matrizes colunas AX e X, e a matriz
linha K, com vetores);

¢) (Q) reduz-se a (C') tomando-se z = 0. (A interse¢ao de uma quédrica com o plano
z =0 é uma conica.)

Caso em que nao temos os “termos cruzados” xy, rz e yz

(ie. b=0em (C)ed=e=f=0em (Q))

O caso mais simples de anélise da equagao (C') ou (Q) é caso da auséncia dos “termos
cruzados”, i.e. b =0em (C)ed =e = f =0 em (Q). Notemos que isto significa
exatamente que a matriz A (em (C) ou em (Q))) é diagonal (todos os elementos fora da
diagonal principal sdo nulos)! Neste caso, vejamos que podemos identificar o conjunto
descrito por (C) ou (Q) simplesmente por completamento de quadrados e translagao da
origem do sistema de coordenadas cartesianas. Para explicar a andlise, consideremos (C)
no caso em que b =0, a # 0 e ¢ # 0. Neste caso, completando os quadrados, temos:

ar’ + ey’ +drv+ey+ f=0

e & 2 62
a(@® + 2o+ () + P+ y+ (2 -GS+ =0
a(z +35)° +ely+5,)" =k

& e r
onde k := -+ — f;



_ 5 _ d _ e ~
se k = 0, a equagao reduz-se ao ponto r = —3-, y = —-, quando a e ¢ tém o mesmo
sinal, ou a um par de retas se cruzando neste ponto, quando a e ¢ tém sinais opostos;

se k # 0, podemos escrever a equagao acima como

a d c € .

—( + P+ o(y+ )P =1,
o que nos dd um conjunto vazio se a/k < 0 e ¢/k < 0, uma hipérbole com “centro” em
(=&, —£) se a/k e ¢/k tém sinais opostos, e uma elipse com “centro” em (—4, —£) se

a/k >0 e c/k > 0. Veja observagao no pardgrafo sobre ‘translacao’ abaixo.

Exemplo:
422+ 9y? — 82 — 36y +4 =10
4z =204+ 1)4+9(y* —4dy+4)—4—-36+4=0
4z —1)2+9(y —2)* = 36
So— 12+ Hy -2 =1
uma elipse
Exercicios:

1) Se em (C), tivermos b =0 e a =0, ou, b = 0 e ¢ = 0, mostre que a equagao (C)
descreve uma pardbola, um par de retas paralelas, uma reta ou um conjunto vazio.
2) Em (Q), se d = e = f =0, mostre que a equagao pode ser escrita como

) alz+ L2 +bly+ L)+ (z+L)=ksea#0,b#0ec#0, onde

T A SR

ki=%+%+5o—J
ii)g$+b(y+%)2+(z+i)2:k,sea:O,b%Oec%O,ondek::Z—Z—l—i—i—

(Temos uma equagao similar a esta quando [b=0,a#0ec#0loufc=0,a#0e

b#0].)

Mudanca de coordenadas cartesianas e
eliminacao dos “termos cruzados”

Um sistema de coordenadas cartesianas (C.C.) é determinado por um ponto, chamado
origem, e por um conjunto de n vetores ortonormais (ortogonaias dois a dois e unitérios),



chamados vetores diretores; n = 2, no plano, e n = 3, no espago (tridimensional). As
coordenadas de um ponto P sao determinadas pela relacao

OP = zU, + yUs, no plano
OP = xU; + yUy + 2Us, no espago

O é a origem, {Uy, Us}, {Uy, Uy, Uz} sdo os vetores diretores.

Observacao: a relacao acima determina as coordenadas de maneira tnica. De fato,
como os vetores sao ortonormais, elas sao dadas pelos produtos internos:

I:O?Ul, y:O?UQ, Z:O?Ug

Translagao: dois sistemas de C.C. com mesmos vetores diretores e origens distintas.
Vejamos as relagoes entre as coordenadas de um ponto P (qualquer) nos dois sistemas
(um sendo a translagdo do outro). No plano, denotando as origens por O e O’, como

00’ +O0'P = OP,

se (z,y) e (2’,y') sdo as suas coordenadas nos dois sistemas, e (xg, o) s@o as coordenadas
da origem O’ no sistema com origem O, temos as relacoes

(xoUy + yoUs) + (2'Uy + y'Us) = 2Uy + yUs
(.’L’O -+ .I',)Ul + (3/0 + y')Ug = £IZ'U1 -+ lCUQ

logo,
xr=1x 4+ xg
y=y+1
ou, em notacao matricial,
-]
y y Yo
ou, mais abreviadamente,
X =X+ X,
/
onde X = [xl,X’: [x,l e Xog= {xo].
Y Y Yo
No espaco, de forma andloga, também temos a relacao X = X' + X,
x x’ T
sendo X = |y |, X' =]y | eXo=| v
z z 20

4



(ou, equivalentemente,
xr=1a + x
y=vy+u
z=2'+2z ).

Observacao : Pelo que vimos acima, na auséncia de termos cruzados, uma mudanca
de coordenadas (mudanca de varidveis) dada por uma translacao X = X' + X, leva (C)
ou (@) numa equagao “candnica” (mais simples) nas varidveis (z’,y’) = X’. Por exemplo,
sea#0ec#0(eb=0),tomando Xy = (—d/2a,—e/2c), temos que nas variaveis (z’,y’)
a equacao (C') se escreve como
CLZ'/2 +Cy/2 — k',

Y I -
onde k := T

Eliminacao dos termos cruzados:

Para “eliminarmos” os termos cruzados, em (C') ou (@), lembramos que observamos
acima que a auséncia deles significa exatamente que a matriz A é diagonal (todos os
elementos fora da diagonal principal sdo nulos)! Entao a idéia é buscar um novo sistema
de coordenadas cartesianas no qual eles nao aparecem e dai, pelo que fizemos no caso
sem termos cruzados (acima), saberemos identificar a conica ou quddrica. Com este
fim, consideramos dois sistemas de C.C. com a mesma origem O e com vetores diretores
{Uy,Us} e {U7,Us}, no plano, ou {Uy,Us, Us} e {Uj,Us, Ui}, no espago. Vejamos as
relagoes entre as coordenadas de um ponto P (qualquer) nos dois sistemas. No plano,
podemos escrever

U{ :CL1U1+61U2, Ué:a/2U1+b2U2

((aj,b;) sao as coordenadas do vetor U}, j = 1,2, no sistema determinado pelos vetores
diretores Uy, Uy ). Entao, se (z,y) e (2,y') sdo as coordenadas do ponto P nos dois
sistemas, temos as relagoes

ZL‘Ul + yU2 = O_P
=2'U] +y'U;
= .Z',(CL1U1 + b1U2> + y’(agUl + bQUQ)
= (2" + ay ) Uy + (b1’ + boy/)Us

logo,
r =z + ay/
y = bix’ + by
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ou, em notacao matricial,
| | a1 as x
y bi ba | [V

X =QX,

ou, mais abreviadamente,

/
onde X = [ ;j ], X' = { :;, } e = [ Uy U; ] é a matriz cujas colunas sao as coorde-

nadas dos vetores U7, U} no sistema Uy, Us.

No espago:

Q=[U U3 Us],

Observagao: QQ' = I, ie. @ é invertivel e Q' = Q7'. (Uma matriz com esta
propriedade é chamada uma matriz ortogonal.)
Voltemos a equacao (C') ou (Q), que em notagao matricial se escreve da mesma forma:
X'AX+ KX +f=0

(f = 7 em (Q)). Fazendo a substituigao X = QX’ (mudando para um novo sistema de
coordenadas/ para as novas coordenadas dadas por X’), obtemos

XMQUAQ)X'+ (KQ)X' + f = 0.

A questdo agora ¢ a seguinte: Existe umamatriz@Q = [ U] U} Uj | (ou@Q = [ U; U} |,
no plano) tal que Q' AQ seja uma matriz diagonal? A resposta a esta questao é positiva,
devido a matriz quadrada A ser simétrica. Este fato serd visto no curso de Algebra Linear.



Vejamos aqui como encontrar (calcular) os vetores U;. Consideremos o caso do plano (no
espago é andlogo). Em primeiro lugar, notemos que
A1 0
tAQ = 1
@ao=[ % )]

- aa=o[} }]
A 0}

o AlU U] =1} Ué][o N

o [AU AUL ) =[ MU AU

Logo, cada elemento \; da diagonal principal da matriz diagonal Q*AQ é uma solugao
(uma raiz) da equagao

(A=NU =0
para algum vetor U nao nulo. Esta equacao pode ser vista como um sistema de equagoes
lineares, logo, para ela ter uma solu¢do nao nula (nao trivial) devemos ter

det(A —\) = 0.

Cada solucao A\ desta equacao é chamada um autovalor da matriz A. Ela é uma equacao
polinomial em relagdo a A (as solugoes sao as raizes de um polinomio). Um vez determi-
nadas as solugoes A desta equacgao (os autovalores de A) voltamos ao sistema de equagoes
lineares
(A=XNU =0

e resolvemos o mesmo para obter os vetores ortonormais U;. (Cada solucdo U nao nula
deste sistema é chamado de um autovetor da matriz A associado ao autovalor \. Assim,
a matriz Q que torna Q'AQ uma matriz diagonal é aquela cujas colunas sao autovetores
de A, dois a dois ortogonais e unitéarios.)

Identificacao das Conicas

No novo sistema de coordenadas (z/,y') = X', a equagao (C') se escreve como
)\13:/2 +)\2y'2+d’x'—|—e'y’+f’ — O,

sem o termo cruzado z'y’ (v. Teorema 7.1 do livro-texto). Entao, pelo que vimos no caso
da auséncia de termo cruzado, podemos concluir o seguinte Teorema (Teorema 7.2 do
livro-texto):



o se MAy > 0 (i.e. os autovalores da matriz A, Ay e Ao, sdo ambos nao nulos e tém
o mesmo sinal) entdo a equagio (C) descreve uma elipse, um ponto ou o conjunto
Vaz10;

o se MAy < 0 (i.e. o0s autovalores da matriz A, Ay e Ag, sdo ambos nao nulos e
tém sinais opostos) entdo a equagio (C') descreve uma hipérbole ou um par de retas
concorrentes;

o se My =0 (i.e. pelo menos um dos autovalores da matriz A, Ay e Ay, € nao nulo)
entao a equacao (C) descreve uma pardbola, um par de retas paralelas, uma reta ou
0 conjunto vazio.

Observagao : A\j Ay = det(Q'AQ) = (det Q")(det A)(det Q) = det A = ac — b?/4. Logo,
o resultado (teorema) acima pode ser enunciado substituindo a condigdo A; Ay > 0 por
b2 — 4ac < 0, MAg < 0 por b? — 4ac > 0 e A\;\g = 0 por b? = 4ac!

Exemplos: v. exemplos 7.4 e 7.5 do livro-texto.

Identificacao das Quadricas

A identificagdo da quadrica descrita pela equacao (@) é dado pelo Teorema 7.4 do
livro-texto, o qual pode ser concluido de maneira inteiramente analoga ao que foi exposto
acima na identificagao das conicas.

Exemplos: v. exemplos 7.6 e 7.7 do livro-texto.

Matriz Ortogonal e Rotacao no Plano

Um matriz quadrada @) = [ v --- U, } é chamada ortogonal se as suas colunas
Ui, -+, U, formam um conjuntos de vetores ortonormais no R™ (no plano se n = 2, no
espago se n = 3) ie. [|Uj]| =1, U;- Uy, = 0se j # k. No caso n = 2 (no plano), escrevendo

U1 = (al,bl) € U2 = (ag,bg),



temos a? + 03 =1, a3+b3=1e U, -Uy =0, i.e. U = (ay,b1) e Uy = (az, by) sao pontos
do circulo unitdrio e ortogonais (Us = £(—by,a4)) logo, existe um angulo 6 € [0,27) tal
que a; = cosf e by =senf. Se Uy = (—by,a1), obtemos a matriz

Q= cos) —senf
~ | senf  cosf |’
Esta matriz é chamada matriz de rotag¢do, pois os vetores U; = (cosf,senf), Uy =

(—senf,cosf) (o sistema de C.C. determinados pelos mesmos com origem em (0,0))
podem (pode) ser obtido dos vetores canonico (1,0), (0,1) (do sistema de C.C. zy) por
uma rotacgao do angulo 6 positivo no sentido anti-horario. (A rotagao do angulo 6 po-
sitivo no sentido hordrio, gera os vetores U; = (cos(—0),sen(—0)) = (cosf, —senb),
Uy = (—sen(—0),cos(—0)) = (senf,cosb).)



